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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Предлагаемый вниманию читателя комплекс учебных по-

собий под общим названием «Высшая математика: теория 

и задачи» в пяти частях содержит в своей основе существенно 

переработанный и дополненный материал неоднократно пере-

издававшегося комплекса учебных пособий «Индивидуальные 

задания по высшей математике» в четырех частях коллектива 

авторов под общей редакцией доктора физико-математических 

наук, профессора А.П. Рябушко (Минск, издательство «Вы-

шэйшая школа»).

В новом комплексе многие задачи заменены более удачны-

ми, добавлено несколько сот новых задач, включены три новые 

главы («Элементы теории функций комплексной переменной», 

«Операционное исчисление», «Элементы теории устойчиво-

сти»), увеличено количество аудиторных занятий (АЗ), инди-

видуальных домашних заданий (ИДЗ), блочных контрольных 

работ (БКР), дополнительных задач к каждой главе, среди ко-

торых имеются задачи уровня НИРС (научно-исследовательская 

работа студентов). Номера этих задач помечены звездочкой. 

Во всех АЗ выделены задачи для самостоятельного решения, 

которые можно использовать для проведения на АЗ мини-кон-

трольных работ (МКР). К каждому ИДЗ дается письменная 

консультация (решение типового варианта). Чтобы сэкономить 

время студента при выполнении МКР, ИДЗ и других заданий, 

в пособие включены необходимые теоретические сведения 

с поясняющими их решенными примерами.

Большинство имеющихся в настоящее время учебников 

и учебных пособий, сборников задач и упражнений по общему 

курсу высшей математики для технических университетов не 

позволяют индивидуализировать обучение, так как содержат 

недостаточное количество однотипных задач и упражнений, 

не предусматривают выдачи каждому студенту индивидуально-

го задания с последующим контролем и выставлением оценки. 

Данное пособие дает возможность перехода от пассивных форм 

обучения к активной творческой работе со студентами, от «ва-

лового» обучения к усилению индивидуального подхода, раз-

витию творческих способностей обучаемых путем расширения 

их самостоятельной работы. Появляется возможность введения 

инновационных технологий в преподавание математики, на-

пример блочно-рейтинговой системы обучения и контроля 

знаний и умений студентов (см. приложения).



Комплекс написан в соответствии с действующими про-

граммами курса высшей математики в объеме до 500 ч для 

технических специальностей университетов, но может быть 

использован в учреждениях образования, где количество часов, 

отведенное на изучение высшей математики, значительно мень-

ше (для чего из предлагаемого материала следует сделать не-

обходимую выборку). Кроме того, он вполне доступен студен-

там вечерних и заочных отделений.

Написанию данного комплекса учебных пособий способ-

ствовала доброжелательная, творческая обстановка на кафедре 

высшей математике № 1 Белорусского национального техни-

ческого университета, возглавляемой кандидатом физико-ма-

тематических наук, доцентом И.Н. Катковской.

Авторы выражают искреннюю признательность рецензен-

там – коллективу кафедры высшей математики Белорусского 

государственного университета информатики и радиоэлектро-

ники, возглавляемой доктором физико-математических наук, 

профессором В.В. Цегельником, а также заведующему кафедрой 

теории функций Белорусского государственного университета 

доктору физико-математических наук, профессору В.Г. Крото-

ву, которые дали ряд полезных советов, способствовавших 

повышению качества комплекса.

Все отзывы и пожелания, которые авторы примут с благо-

дарностью, просьба направлять по адресу: издательство «Вы-

шэйшая школа», пр. Победителей, 11, 220004, Минск.

Авторы
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ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÐÅÊÎÌÅÍÄÀÖÈÈ

Охарактеризуем структуру пособия, методику его использо-

вания, организацию проверки и оценки знаний, навыков и уме-

ний студентов.

Весь теоретический материал по курсу высшей математики 

разделен на главы, в каждой из которых даются основные опре-

деления, понятия, формулировки теорем, формулы, использу-

емые при решении задач и выполнении упражнений. Изложе-

ние этих сведений иллюстрируется решенными примерами. 

(Начало решения обозначено символом �, а конец – �.) Затем 

даются подборки задач с ответами для всех практических ауди-

торных занятий (AЗ) и самостоятельных (мини-контрольных) 

работ на 10–15 мин во время этих занятий. И, наконец, приво-

дятся недельные индивидуальные домашние задания (ИДЗ), 

каждое из которых содержит 30 вариантов и сопровождается 

решением типового варианта (письменная консультация). Часть 

задач из ИДЗ снабжена ответами. В конце каждой главы по-

мещены дополнительные задачи повышенной трудности и при-

кладного характера. Некоторые из них (помеченные звездочкой) 

могут служить темами для научно-исследовательской работы 

студентов.

В приложениях приведены одно- и двухчасовые контроль-

ные работы (каждая по 30 вариантов) по важнейшим темам 

курса.

Нумерация AЗ сквозная и состоит из двух чисел: первое 

из них указывает на главу, а второе – на порядковый номер AЗ 

в этой главе. Например, шифр АЗ-2.1 означает, что AЗ относит-

ся ко второй главе и является первым по счету.

Для ИДЗ также принята нумерация по главам. Например, 

шифр ИДЗ-5.2 означает, что ИДЗ относится к пятой главе и яв-

ляется вторым. Внутри каждого ИДЗ принята следующая ну-

мерация: первое число означает номер задачи в данном задании, 

а второе – номер варианта. Таким образом, шифр ИДЗ-5.2:16 

означает, что студент должен выполнить 16-й вариант из ИДЗ-5.2, 

который содержит задачи 1.16, 2.16, 3.16, 4.16. При выдаче ИДЗ 

студентам номера выполняемых вариантов можно менять от за-

дания к заданию по какой-либо системе или случайным об-

разом. Более того, можно при выдаче ИДЗ любому студенту 

составить его вариант, комбинируя однотипные задачи из раз-

ных вариантов. Например, шифр ИДЗ-3.1:1.2; 2.4; 3.6 означает, 
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что студенту следует решать в ИДЗ-3.1 первую задачу из вари-

анта 2, вторую – из варианта 4 и третью – из варианта 6. Такой 

комбинированный метод выдачи ИДЗ позволяет из 30 вариан-

тов получить большое количество новых вариантов.

Внедрение ИДЗ в учебный процесс некоторых технических 

университетов показало, что целесообразнее выдавать ИДЗ 

не после каждого AЗ (которых, как правило, два в неделю), 

а одно недельное ИДЗ, включающее основной материал двух 

AЗ данной недели.

Дадим некоторые общие рекомендации по организации 

работы студентов в соответствии с настоящим пособием.

1. Студенческие группы по 25 человек, проводится два AЗ в 

неделю, планируются еженедельные необязательные для по-

сещения студентами консультации, выдаются недельные ИДЗ. 

При этих условиях для систематического контроля с выставле-

нием оценок, указанием ошибок и путей их исправления могут 

быть использованы выдаваемые каждому преподавателю ма-

трицы ответов и банк листов решений, которые кафедра раз-

рабатывает для ИДЗ (студентам они не выдаются). Если матри-

цы ответов составляются для всех задач из ИДЗ, то листы ре-

шений разрабатываются только для тех задач и вариантов, где 

важно проверить правильность выбора метода, последователь-

ности действий, навыки и умения при вычислениях. Кафедра 

определяет, для каких ИДЗ нужны листы решений. Листы ре-

шений (один вариант – на одном листе) используются при 

самоконтроле правильности выполнения заданий, при взаим-

ном студенческом контроле, а чаще всего – при комбиниро-

ванном контроле: преподаватель проверяет лишь правильность 

выбора метода, а студент по листу решений – свои вычисления. 

Эти методы позволяют проверить ИДЗ 25 студентов за 15–

20 мин с выставлением оценок в журнал.

2. Студенческие группы по 15 человек, проводится два AЗ в 

неделю, в расписание для каждой группы включены обязатель-

ные 2 ч в неделю самоподготовки под контролем преподавате-

ля. При этих условиях организация индивидуальной, самосто-

ятельной, творческой работы студентов, оперативного контро-

ля за качеством этой работы значительно улучшается. Рекомен-

дованные выше методы пригодны и в данном случае, однако 

появляются новые возможности. На AЗ быстрее проверяются 

и оцениваются ИДЗ, во время обязательной самоподготовки 

можно проконтролировать проработку теории и решение ИДЗ, 



выставить оценки некоторой части студентов, принять задол-

женности по ИДЗ у отстающих.

Накапливание большого количества оценок за ИДЗ, само-

стоятельные и контрольные работы в аудитории позволяют 

контролировать учебный процесс, управлять им, оценивать 

качество усвоения изучаемого материала. Все это дает возмож-

ность отказаться от традиционного итогового семестрового 

(годового) экзамена по материалу всего семестра (учебного года) 

и ввести рейтинг-блок-модульную систему (РБМС) оценки 

знаний и навыков студентов, состоящую в следующем. Мате-

риал семестра (учебного года) разделяется на 2–3 блока, по каж-

дому из которых выполняются AЗ, ИДЗ и в конце каждого 

цикла – двухчасовая письменная коллоквиум-контрольная 

работа (блочный экзамен, блочная контрольная работа – БКР), 

в которую входит 2–3 теоретических вопроса и 5–6 задач 

(см. прил. 6). Учет оценок по AЗ, ИДЗ и БКР позволяет вывести 

объективную общую оценку за каждый блок и итоговую оцен-

ку по всем блокам семестра (учебного года).

В заключение отметим, что усвоение содержащегося в по-

собии материала при любой системе обучения гарантирует 

студенту хорошие знания по соответствующим разделам курса 

высшей математики. Для отлично успевающих студентов не-

обходима подготовка заданий повышенной сложности (инди-

видуальный подход в обучении!) с перспективными поощри-

тельными мерами. Например, можно разработать для таких 

студентов специальные задания на весь семестр, включающие 

задачи из данного пособия и дополнительные более сложные 

задачи и теоретические упражнения (для этого, в частности, 

предназначены дополнительные задачи в конце каждой главы). 

Преподаватель может выдать эти задания в начале семестра, 

установить график их выполнения (под своим контролем), раз-

решить свободное посещение лекционных или практических 

занятий по высшей математике и в случае успешной работы 

выставить отличную оценку. Эта оценка достигается, как пра-

вило, при участии студента в НИРС.
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1. ÎÏÐÅÄÅËÈÒÅËÈ. ÌÀÒÐÈÖÛ. ÑÈÑÒÅÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ 
ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

1.1. Îïðåäåëèòåëè è èõ ñâîéñòâà. 
Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé

Определителем n-го порядка называется число Δn, записыва-

емое в виде квадратной таблицы

 

a a a a

a a a a

a a a a

n

n

n n n nn

11 12 13 1

21 22 23 2

1 2 3

...

...

...

 (1.1)

и вычисляемое, согласно указанному ниже правилу, по задан-

ным числам a i j nij ( , , ),=1  которые называются элементами 
определителя (всего их n2

). Индекс i указывает номер строки, а 

j – номер столбца квадратной таблицы (1.1), на пересечении 

которых находится элемент aij . Любую строку или столбец этой 

таблицы будем называть рядом определителя.
Главной диагональю определителя называется совокупность 

элементов a11,  a22, ..., ann.

Минором Мij элемента aij называется определитель ( )n−1 -го 

порядка Δn−1, полученный из определителя n-го порядка Δn вы-

черкиванием i-й строки и j-го столбца.

Алгебраическое дополнение Аij элемента aij определяется ра-

венством

А Mij
i j

ij= − +
( )1 .

Значение определителя Δn находится по следующему пра-

вилу:

для n= 2

 Δ2
11 12

21 22
11 22 12 21= = −a a

a a a a a a ; (1.2)

для n= 3

 Δ3

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 11 12 12 13 13= = + +
a a a
a a a
a a a

a А a А a A , (1.3)
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где

A M
a a

a a11

1 1

11

22 23

32 33

1= −( ) =+
;

A M
a a
a a12

1 2

12
21 23

31 33
1= −( ) =−+

;

A M
a a
a a13

1 3

13
21 22

31 32
1= −( ) =+

.

Величины A A11 12, , A13  – алгебраические дополнения, а M11, 

M12, M13 – миноры определителя Δ3, соответствующие его эле-

ментам a11, a12, a13. Эти миноры являются определителями вто-

рого порядка, получаемыми из определителя Δ3 вычеркивани-

ем соответствующих строки и столбца. Например, чтобы найти 

минор M12, следует в определителе Δ3 вычеркнуть первую стро-

ку и второй столбец.

Для произвольного n 

 Δn k k
k

n

a A=
=
∑ 1 1

1

, (1.4)

где A Mk
k

k1
1

11= − +
( ) , а миноры M k1 , являющиеся определителя-

ми ( )n−1 -го порядка, получаются из Δn вычеркиванием первой 

строки и k-го столбца.

Например,

Δ2

3 2

12 5
3 5 2 12 39=

−
= ⋅ − − ⋅ =( ) ,

Δ3

4 7 3

3 1 5

5 0 7

4
1 5

0 7
7

3 5

5 7
3

3 1

5 0
=

−
− =

−
− −

−
=

= − − − − ⋅ =−4 7 7 21 25 3 5 15( ) ( ) ,

Δ4

1 3 2 0

0 4 1 2

1 3 1 0

5 0 0 4

1

4 1 2

3 1 0

0 0 4

=

−
−

− −
=−

−
− − −
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−
−

− +
−

− − − − =3

0 1 2

1 1 0

5 0 4

2

0 4 2

1 3 0

5 0 4

0

0 4 1

1 3 1

5 0 0

=− − + ⋅ − ⋅ − − − − ⋅ + − − ⋅ − ⋅ =−( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ) .4 4 3 4 2 0 3 0 4 4 2 5 2 0 12 4 4 2 15 46

З а м е ч а н и е. Если элементами определителя являются некоторые 

функции, то данный определитель, вообще говоря, тоже функция (но 

может быть и числом). Например,

cos sin

sin cos
cos sin cos ;

x x

x x
x x x

2

2
2 2 2 2

2 2= − =

cos sin

sin cos
cos sin ;

x x

x x
x x

−
= + =2 2

1    
tg

ctg
.

x

x

3

1 3
1 1 0= − =

Правило вычисления определителя Δ3 равносильно правилу 
треугольников (правилу Саррюса):

 
Δ3 11 22 33 12 23 31 21 32 13

13 22 31 12 21 33 23

= + + −
− + +

a a a a a a a a a

a a a a a a a( aa a32 11).
 

(1.5)

Схематическая запись этого правила приведена ниже:

Например,

Δ3

1 2 3

4 6 5

2 1 1

1 6 1 2 5 2 4 1 3

3 6 2 2 4 1 5 1

=
−

−
= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + − − −

− − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + −

( )( )

(( ) ( )) ) .1 71=

Перечислим основные свойства определителей.
1. Сумма произведений элементов любого ряда определите-

ля и их алгебраических дополнений не зависит от номера ряда 

и равна этому определителю:
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 Δn ik ik kj kj
k

n

k

n

a A a A= =
==
∑∑

11

. (1.6)

Равенства (1.6) можно было бы (как и формулу (1.4)) принять 

за правило вычисления определителя. Первое из них называ-

ется разложением Δn по элементам i-й строки, а второе – раз-
ложением Δn по элементам j-го столбца.

2. Значение определителя не меняется после замены всех его 

строк соответствующими столбцами, и наоборот.

3. Если поменять местами два параллельных ряда определи-

теля, то он изменит знак на противоположный.

4. Определитель с двумя одинаковыми параллельными ря-

дами равен нулю.

5. Если все элементы некоторого ряда определителя имеют 

общий множитель, то последний можно вынести за знак опре-

делителя. Отсюда следует, что если элементы какого-либо ряда 

умножить на число λ, то определитель Δn умножится на это 

же число λ.

6. Если все элементы какого-либо ряда определителя равны 

нулю, то определитель также равен нулю.

7. Определитель, у которого элементы двух параллельных 

рядов соответственно пропорциональны, равен нулю.

8. Сумма всех произведений элементов какого-либо ряда 

определителя и алгебраических дополнений соответствующих 

элементов другого параллельного ряда равна нулю, т.е. верны 

равенства:

a Aik jk
k

n

=
=
∑ 0

1

,   a Aki kj
k

n

=
=
∑ 0

1

   ( ).i j≠

9. Если каждый элемент какого-либо ряда определителя 

представляет собой сумму двух слагаемых, то такой определи-

тель равен сумме двух определителей, в первом из которых 

соответствующий ряд состоит из первых слагаемых, а во вто-

ром – из вторых слагаемых:

a a b a

a a b a

a a b a

i i n

i i n

n ni ni nn

11 1 1 1

21 2 2 2

1

... ...

... ...

... ...

+
+

+

=
aa a a

a a a

a a a

i n

i n

n ni nn

11 1 1

21 2 2

1

... ...

... ...

... ...

+ 
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+
a b a

a b a

a b a

i n

i n

n ni nn

11 1 1

21 2 2

1

... ...

... ...

... ...

.

Например,

2 1 2 4

7 3 1 5

4 2 3 5

2 1 4

7 3 5

4 2 5

2 2 4

7 1 5

4 3 5

− +
−
+

=
−

+ − .

10. Определитель не изменится, если ко всем элементам ка-

кого-либо его ряда прибавить соответствующие элементы дру-

гого параллельного ряда, умноженные на одно и то же число λ. 

Например, для столбцов определителя это свойство выражается 

равенством

a a a a

a a a a

a a a

i j n

i j n

n ni nj

11 1 1 1

21 2 2 2

1

... ... ...

... ... ...

... ... .... ann

=

=
+
+

a a a a a

a a a a a

a

i j j n

i j j n

n

11 1 1 1 1

21 2 2 2 2

1

... ... ...

... ... ...

..

λ
λ

.. ... ...

.

a a a ani nj nj nn+λ

Рассмотрим основные методы вычисления определителей.
1. Метод эффективного понижения порядка. В соответствии 

с формулой (1.4) вычисление определителя n-го порядка сво-

дится к вычислению n определителей ( )n−1 -го порядка. Такой 

метод понижения порядка не эффективен. Используя основные 

свойства определителей, вычисление Δn ≠ 0 всегда можно све-

сти к вычислению одного определителя ( )n−1 -го порядка, 

сделав в каком-либо ряду Δn все элементы, кроме одного, рав-

ными нулю. Покажем это на примере.

Пример 1. Вычислить определитель

Δ4

60 20 240 160

5 3 34 23

1 1 3 7

9 2 8 15

=

−
− − −

−
− −

.
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� По свойству 5 определителей из первой строки вынесем множи-

тель 20, а затем будем последовательно умножать полученную строку 

на 3, 1, 2 и складывать соответственно со второй, третьей и четвертой 

строками. Тогда, согласно свойству 10, имеем:

Δ4 20

3 1 12 8

4 0 2 1

4 0 15 1

3 0 32 1

=

−

−

.

По свойству 1 определителей (см. второе из равенств (1.6)) полученный 

определитель можно разложить по элементам второго столбца. Тогда

Δ4 20

4 2 1

4 15 1

3 32 1

=
−

.

Получили определитель третьего порядка, который можно вы-

числить по правилу Саррюса или подобным же приемом свести к вы-

числению одного определителя второго порядка. Действительно, 

вычитая из второй и третьей строк данного определителя первую 

строку, получаем:

Δ4 20

4 2 1

0 13 0

7 30 0

20
0 13

7 30
20 7 13 1820=

−
=

−
= ⋅ ⋅ = . �

З а м е ч а н и е. Если Δn = 0, где n>3, то по методике вычисления 

определителя из примера 1 можно получить ряд из нулей, или Δ3 0= .

2. Приведение определителя к треугольному виду. Определи-

тель, у которого все элементы, находящиеся выше или ниже 

главной диагонали, равны нулю, называется определителем 
треугольного вида. Очевидно, что в этом случае определитель 

равен произведению элементов его главной диагонали. При-

ведение любого определителя Δn к треугольному виду всегда 

возможно с помощью приемов, описанных в примере 1.

Пример 2. Вычислить определитель

Δ5

5 8 7 4 2

1 4 2 3 1

9 27 6 10 9

3 9 6 2 3

1 3 2 8 1

=

−
−

−
−
−

.
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� Выполним следующие операции: пятый столбец определителя 

сложим с первым, этот же столбец, умноженный на 3, – со вторым, 

на 2 – с третьим, на 8 – с четвертым столбцом. В итоге получим опре-

делитель треугольного вида, который равен исходному: 

Δ5

3 2 3 12 2

0 7 4 11 1

0 0 12 62 9

0 0 0 22 3

0 0 0 0 1

3 7 12 22 554=

− −
−

− − −
− −

−

=− ⋅ ⋅ ⋅ =− 44. �

Приведение определителей к треугольному виду будет ис-

пользоваться в дальнейшем при решении систем линейных 

уравнений методом Жордана – Гаусса (его называют также 

методом Гаусса).

1.2. Ìàòðèöû è îïåðàöèè íàä íèìè

Прямоугольная таблица, составленная из m n×  элементов aij 

( , ,i m=1  j n=1, ) некоторого множества, называется матрицей 

и записывается в виде

 A

a a a

a a a

a a a

n

n

m m mn

=
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

  или  A

a a a

a a a

a a a

n

n

m m mn

=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

. (1.7)

Элементы матрицы нумеруются двумя индексами. Первый 

индекс i элемента aij обозначает номер строки, а второй j – но-

мер столбца, на пересечении которых находится этот элемент 

в матрице. Матрицы обычно обозначают прописными буквами 

латинского алфавита: А, В, С, … Если у матрицы m строк и 

n столбцов, то по определению она имеет размерность m n× . 

В случае необходимости это обозначается следующим образом: 

Am n× . Матрица называется числовой, если ее элементы aij – чис-

ла; функциональной, если aij – функции; векторной, если aij – 

векторы, и т.д. Матрицы А и В называются равными, если все 

их соответствующие элементы aij и bij  равны, т.е. a bij ij= . Следо-

вательно, равными могут быть только матрицы одинаковой 

размерности. Матрицы, у которых m n= , называются квадрат-
ными. Если m=1, то получаем матрицу-строку; если n=1, име-
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ем матрицу-столбец. Их также называют вектором-строкой 

и вектором-столбцом соответственно.

Перечислим основные операции над матрицами.
1. Сложение и вычитание матриц. Эти операции определя-

ются только для матриц одинаковой размерности. Суммой (раз-
ностью) матриц А и В, обозначаемой A B+  ( ),A B−  называется 

матрица С, элементы которой c a bij ij ij= ± , где aij , bij  – элементы 

матриц А и В соответственно. 

Например, пусть

A= −
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1 6

2 4

3 9

,  B =
−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

2 4

3 7

8 11

.

Тогда 

A B+ =
−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1 10

5 3

5 2

,  A B− = − −
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

3 2

1 11

11 20

.

2. Умножение матрицы на число. Произведением матрицы А и 
числа λ, обозначаемым λA, называется матрица В той же размер-

ности, элементы которой b aij ij= λ , где aij – элементы матрицы А, 

т.е. при умножении матрицы на число (числа на матрицу) надо 

все элементы матрицы умножить на это число. 

Например, пусть

λ =−2,   A=
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

3 0

7 1
.

Тогда

λA=−
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =

−
−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥2

3 0

7 1

6 0

14 2
.

3. Умножение матриц. Произведением матриц Am n×  и Bn p×  на-

зывается матрица C A Bm p× = ⋅   (или проще АВ), элементы кото-

рой c a bij ik kj
k

n

=
=
∑

1

, где aik , bkj – элементы матриц А и В. Отсюда 

следует, что произведение АВ существует только в случае, когда 

первый множитель А имеет число столбцов, равное числу строк 

второго множителя В. Далее, число строк матрицы АВ равно 

числу строк матрицы А, а число столбцов – числу столбцов 
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матрицы В. Из существования произведения АВ не следует 

существование произведения ВА. В случае его существования, 

как правило, BA AB≠ . Если AB BA= , то матрицы А и В называ-

ются перестановочными (или коммутирующими). Известно, что 

всегда ( ) ( ),AB C A BC=  если такие произведения возможны, т.е. 

умножение матриц обладает свойством ассоциативности (со-

четательности).

Пример 1. Найти АВ и BA, если

A=
−

−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

4 5 8

1 3 1
, B =

−
− −
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1 5

2 3

3 4

.

� Имеем:

AB C
c c

c c
= =

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥×2 2

11 12

21 22

,

где c11 4 1 5 2 8 3 30= − + − − + ⋅ =( ) ( )( ) ;  c12 4 5 5 3 8 4 67= ⋅ + − − + ⋅ =( )( ) ;  c21 = 

= − + − + − ⋅ =−1 1 3 2 1 3 10( ) ( ) ( ) ; c22 1 5 3 3 1 4 8= ⋅ + − + − ⋅ =−( ) ( ) .

В результате

AB =
− −
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

30 67

10 8
.

Далее находим:

BA C

c c c

c c c

c c c

= =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

×
�

� � �
� � �
� � �

3 3

11 12 13

21 22 23

31 32 33

,

где �c11 1 4 5 1 1= − ⋅ + ⋅ =( ) ;  �c12 1 5 5 3 20= − − + ⋅ =( )( ) ;  �c13 1 8 5 1= − ⋅ + − =( ) ( )  

13=− ;  �c21 2 4 3 1 11= − ⋅ + − ⋅ =−( ) ( ) ;  �c22 2 5 3 3 1= − − + − ⋅ =( )( ) ( ) ;  �c23 =
2 8 3 1 13= − ⋅ + − − =−( ) ( )( ) ;  �c31 3 4 4 1 16= ⋅ + ⋅ = ;  �c32 3 5 4 3 3= − + ⋅ =−( ) ;

�c33 3 8 4 1 20= ⋅ + − =( ) . Имеем:

BA=
−

− −
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1 20 13

11 1 13

16 3 20

.

Итак, AB BA≠ . �

Пример 2. Даны матрицы A=
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

3 5

1 2
,  B =

−
−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1 5

1 2
.  Найти АВ и ВА.
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� Имеем:

AB =
⋅ + − − + ⋅
⋅ + − − + ⋅

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =

− −
− −
⎡

⎣
⎢

⎤3 1 5 1 3 5 5 2

1 1 2 1 1 5 2 2

2 5

1 1

( ) ( )

( ) ( ) ⎦⎦
⎥

=
⋅ + − ⋅ ⋅ + − ⋅
− ⋅ + ⋅ − + ⋅

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =

− −
−

,

( ) ( )

( ) ( )
BA

1 3 5 1 1 5 5 2

1 3 2 1 5 1 2 2

2 5

11 1−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥.

Следовательно, АВ = ВА. �

Пример 3. Найти (АВ)С и А(ВС), если:

А= −
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1 3

1 1

2 5

,   B =
−

−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

2 6 1

1 3 1
,   C =

−⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

1

2

4

.

� Имеем:

AB =
−

− −
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

5 3 2

1 9 2

9 3 3

,   ( ) ,AB C =
−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

7

11

15

BC =
−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

10

1
,   A BC( ) ,=

−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

7

11

15

т.е. ( ) ( ).AB C A BC=  �

1.3. Îáðàòíûå ìàòðèöû. 
Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ðàíã ìàòðèöû. 

Òåîðåìà Êðîíåêåðà — Êàïåëëè

Квадратная матрица порядка n

 А

a a a

a a a

a a a

n

n

n n nn

=
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

 (1.8)

называется невырожденной, если ее определитель (детерминант)

 det

...

...

...

.A

a a a

a a a

a a a

n

n

n n nn

= ≠
11 12 1

21 22 2

1 2

0  (1.9)
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