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Введение 

 

Цифровая обработка сигналов (ЦОС; английский термин — Digital Signal Pro-
cessing, DSP) как направление развития науки и техники зародилась в 1950-х годах 
и поначалу представляла собой довольно экзотическую отрасль радиоэлектроники, 

практическая ценность которой была далеко не очевидной. Однако за прошедшие 
пятьдесят лет благодаря успехам микроэлектроники системы цифровой обработки 

сигналов не только воплотились в реальность, но и вошли в нашу повседневную 
жизнь в виде CD- и DVD-проигрывателей, модемов, сотовых телефонов и многого 
другого. Более того, в некоторых прикладных областях цифровая обработка сигна-

лов стала вытеснять "традиционную" (аналоговую). Это уже произошло в аудио-
технике, в настоящее время интенсивно идет процесс перехода телевизионного ве-

щания на цифровую основу. 

Бурное развитие цифровых технологий во многом изменило как смысл самого по-
нятия "радиотехника", так и требования, предъявляемые к подготовке специалистов 

в этой области, сделав необходимыми новые знания и умения. 

Для приобретения знаний нужна соответствующая литература, причем для каждого 
читателя своя — в соответствии с его потребностями, интересами и даже темпера-
ментом. Данное учебное пособие является попыткой понятно объяснить теорети-

ческие основы базовых алгоритмов цифровой обработки сигналов, продемонстри-
ровать их сущность, взаимосвязь и области применения. Иногда это делается, и 

вполне сознательно, в некоторый ущерб математической строгости, чтобы обилие 
математических деталей не заслоняло сути вещей. Насколько удачным оказался 

найденный баланс, судить читателю. 

Книга предназначена для широкого круга читателей — студентов, преподавателей, 
научных работников, программистов и вообще всех, кто интересуется компьютер-
ной обработкой сигналов и иных данных. Требуемая для понимания материала  

математическая подготовка примерно соответствует первому курсу технического 
вуза. 

В качестве средства создания иллюстрационных примеров выбрана система 
MATLAB, созданная фирмой The MathWorks, Inc. и являющаяся мировым стандар-

том в области научных и технических расчетов. Базовая библиотека MATLAB, а 
также пакеты расширения Signal Processing, Filter Design, Communications и Fixed-
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Point содержат большое количество функций, позволяющих легко и быстро осуще-
ствлять разнообразные расчеты, связанные с цифровой обработкой сигналов. Для 

читателей, не знакомых с этой системой, в приложении 1 приводится краткое опи-
сание принципов работы с ней. 

Вопросы, касающиеся MATLAB и его пакетов расширения, изложены примени-
тельно к версиям программного обеспечения, входящим в весенний выпуск 2010 г. 

(Release 2010a): 

� MATLAB 7.10; 

� Signal Processing Toolbox 6.13; 

� Filter Design Toolbox 4.7; 

� Communications Toolbox 4.5; 

� Fixed-Point Toolbox 3.1. 

Структура книги 

Книга состоит из десяти глав и четырех приложений. Ее тематический охват, взаи-

мосвязь отдельных глав и их соотношение с темами, не затронутыми в данном 
учебном пособии, наглядно иллюстрируются рис. В1. Толстая пунктирная линия 

показывает те границы, в пределах которых сосредоточены обсуждаемые в книге 
вопросы. Тонкие пунктирные линии объединяют разделы, входящие в родственные 
или смежные области, так или иначе связанные с ЦОС. Схема никоим образом не 

претендует на абсолютную полноту, ее цель — показать место, занимаемое рас-
сматриваемыми темами книги в общей структуре разделов ЦОС. 

Далее приведен краткий обзор содержания книги. 

Главы 1 и 2, "Основы анализа сигналов" и "Аналоговые системы", являются ввод-
ными и посвящены не цифровым, а аналоговым сигналам и системам. Поскольку 
методы анализа цифровых и аналоговых сигналов и систем тесно связаны друг с 

другом, хорошее понимание обсуждаемых в этих главах вопросов необходимо для 
освоения материала последующих глав. 

В главе 3, "Дискретные сигналы", рассматриваются принципы математического 
описания и анализа числовых последовательностей, которые и являются дискрет-

ными сигналами. Здесь же обсуждается разница между понятиями аналоговых, 
дискретных и цифровых сигналов. 

В главе 4, "Дискретные системы", изложены принципы линейной обработки дис-
кретных сигналов (дискретной фильтрации), рассмотрены способы описания дис-

кретных систем и формы их реализации. 

Глава 5, "Спектральный анализ", как явствует из ее названия, посвящена вопросам 
спектрального анализа дискретных сигналов. Здесь рассматриваются дискретное 
преобразование Фурье и быстрые алгоритмы его вычисления, способы реализации 

фильтрации в частотной области, а также непараметрические и параметрические 
методы оценивания спектра дискретного случайного процесса. 
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реализация
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Генерирование
сигналов

Аппроксимация
функций

 

Рис. В1. Основные разделы цифровой обработки сигналов 

В главе 6, "Проектирование дискретных фильтров", рассматриваются методы син-

теза дискретных фильтров, т. е. способы расчета дискретных систем, удовлетво-

ряющих заданным требованиям. Обсуждаются как методы, связанные с использо-

ванием аналоговых фильтров-прототипов, так и прямые методы, основанные на 

решении оптимизационных задач. 

Глава 7, "Эффекты квантования в цифровых системах", посвящена эффектам, воз-

никающим при практической реализации алгоритмов цифровой обработки сигна-

лов из-за конечной точности представления чисел в вычислительных устройствах. 

Здесь рассматриваются такие вопросы, как шум квантования, округление коэффи-

циентов и промежуточных результатов вычислений в цифровых фильтрах, возмож-

ности возникновения переполнения при вычислениях, а также предельные циклы. 

В главе 8, "Модуляция и демодуляция", речь идет о способах преобразования сиг-

налов для их передачи по каналам связи. Рассматриваются методы модуляции, ис-

пользуемые для передачи как аналоговых сигналов (амплитудная, угловая и квад-

ратурная модуляция), так и цифровой информации (амплитудная, частотная, фазо-

вая и квадратурная манипуляция). 

Глава 9, "Адаптивные фильтры", посвящена устройствам, автоматически подстраи-

вающим свои параметры под статистические свойства обрабатываемого сигнала. 

Такие фильтры получили широкое распространение, прежде всего, в системах циф-
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ровой связи. В данной главе рассматриваются вопросы оптимальной фильтрации, а 

также два наиболее известных алгоритма адаптации — LMS (Least Mean Square, 

метод наименьшего квадрата, в отечественных источниках иногда используется 

аббревиатура МНК) и RLS (Recursive Least Squares, рекурсивный метод наимень-

ших квадратов, в отечественных источниках — аббревиатура РНК). 

Наконец, в главе 10, "Многоскоростная обработка сигналов", речь идет о системах, 

изменяющих частоту дискретизации сигнала. Рассматриваются алгоритмы проре-
живания и интерполяции сигнала, а также обсуждаются принципы построения бан-

ков фильтров. 

Три из четырех приложений посвящены системе MATLAB. В приложении 1 изло-

жены основы работы с MATLAB, приложение 2 содержит краткий обзор базовой 
библиотеки функций MATLAB, а в приложении 3 перечислены компоненты 

MATLAB. 

В приложении 4 приводится описание графической среды SPTool (Signal Processing 

Tool), имеющейся в одном из рассматриваемых в книге пакетов расширения 
MATLAB — Signal Processing Toolbox. Эта программа позволяет просматривать 

графики сигналов, производить спектральный анализ, рассчитывать дискретные 
фильтры и осуществлять фильтрацию сигнала. Данные операции относятся к тема-
тике глав 3—6, поэтому, чтобы не разбивать описание программы SPTool на не-

сколько частей, соответствующая информация помещена в отдельное приложение. 

Во всех главах, начиная со второй, важное место отводится описанию функций 
MATLAB, реализующих рассматриваемые алгоритмы. Как правило, в первой поло-
вине главы содержится теоретическая информация, а вторая половина посвящена 

соответствующим средствам MATLAB. При этом демонстрационные примеры в 
теоретической части реализованы в основном с помощью общематематических 

функций MATLAB, без использования специализированных средств обработки 
сигналов. Это сделано для того, чтобы более наглядно продемонстрировать внут-
реннюю сущность реализуемых алгоритмов. Однако упомянутое разделение мате-

риала не является абсолютным — иллюстрации, необходимые при изложении тео-
ретических вопросов, не всегда удается получить без специальных средств 

MATLAB, а при описании функций MATLAB иногда возникает необходимость 
привести дополнительные теоретические сведения. Таким образом, теоретическая и 
"компьютерная" части глав книги дополняют друг друга, предоставляя читателю 

возможность взглянуть на обсуждаемые вопросы с разных точек зрения. 

В книге много иллюстраций, полученных с помощью MATLAB, при этом во всех 
случаях приводится и соответствующий программный код. Разумеется, при описа-
нии многих функций MATLAB также демонстрируется их использование. Таким 

образом, книга содержит множество примеров реализации алгоритмов обработки 
сигналов средствами MATLAB, так что заинтересованный читатель сможет осво-

ить эту систему и использовать ее для решения собственных задач. 

Следующее необходимое замечание касается терминологии. Наука и техника ин-

тернациональны по самой своей природе, и бурное развитие информационных тех-

нологий лишь сделало это еще более очевидным. Поэтому любому, кто занимается 
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обработкой сигналов, приходится иметь дело с множеством зарубежных, и прежде 

всего англоязычных, источников информации. Помимо собственно владения анг-

лийским языком это требует знания терминологии, которая не всегда соответствует 

принятой в отечественной литературе. Чтобы облегчить читателю работу с англо- 

язычной литературой, при введении новых понятий в книге приводятся соответст-

вующие английские термины. 

Чего нет в этой книге 

Книга является базовым курсом по цифровой обработке сигналов, поэтому в ней 

обсуждаются фундаментальные положения и отсутствуют разделы, касающиеся 

более сложных вопросов, таких как решетчатые фильтры, вейвлет-анализ, иденти-

фикация систем, двумерная обработка сигналов, нейронные сети и т. д. Задача кни-

ги — лишь подготовить читателя к восприятию этих актуальных и современных 

тем. Чтобы быстро прикинуть, рассматриваются ли в книге интересующие вас во-

просы, взгляните на приведенный ранее рис. В1, где показано место, занимаемое 

книгой в общей структуре разделов ЦОС. 

Данная книга не является справочником по рассматриваемым пакетам расширения 

MATLAB, хотя в ней описана значительная часть функций пакетов Signal 

Processing, Filter Design и Communications. Следует иметь в виду, что при описании 

некоторых функций MATLAB приведены не все, а лишь наиболее употребитель-

ные способы их вызова. Наиболее полную информацию о функциях можно полу-

чить лишь из документации MATLAB и пакетов расширения. 
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ние автора последних версий MATLAB и описываемых в книге пакетов расши- 

рения. 

Информация от компании The MathWorks, Inc. 

MATLAB® — зарегистрированная торговая марка, принадлежащая компании 
The MathWorks, Inc. The MathWorks не гарантирует отсутствия ошибок в тексте и 
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The MathWorks, Inc. 

3 Apple Hill Drive 
Natick, MA, 01760-2098 USA 

Phone: 508-647-7000 
Fax: 508-647-7001 
E-mail: info@mathworks.com 

Web: www.mathworks.com 
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ГЛ АВ А 1 
 
 
 

Основы анализа сигналов 

 

Анализ — один из ключевых компонентов обработки сигналов. Его теоретические 

основы рассматриваются в большом числе книг — от учебников и учебных посо-

бий по курсу "Радиотехнические цепи и сигналы" [1—4] до фундаментальных  

монографий, таких как [5]. В данной главе будут приведены основополагающие 

понятия и методы анализа сигналов. 

Эта глава является вводной, и в ней рассматриваются аналоговые сигналы, а не 

дискретные или цифровые. Однако методы анализа аналоговых и дискретных сиг-

налов тесно взаимосвязаны, поэтому полноценное освоение изложенного здесь ма-

териала необходимо для глубокого понимания главы 3, посвященной дискретным 

сигналам. Глава получилась весьма объемной, поскольку в ней вводится и обсуж-

дается большое количество базовых понятий. Средства MATLAB в данной главе 

используются в основном для построения графиков. 

Основной целью анализа является сравнение сигналов друг с другом для выявления 

их сходства и различия. Можно выделить три основных составляющих анализа 

сигналов: 

� измерение числовых параметров сигналов. К таким параметрам прежде всего 

относятся энергия, средняя мощность и среднеквадратическое значение, а речь 

об их расчете пойдет в разд. "Энергия и мощность сигнала" этой главы; 

� разложение сигнала на элементарные составляющие для их рассмотрения по 

отдельности либо для сравнения свойств различных сигналов. Такое разложение 

производится с использованием рядов и интегральных преобразований, важ-

нейшими среди которых являются ряд Фурье и преобразование Фурье. Им будут 

посвящены одноименные разделы; 

� количественное измерение степени "похожести" различных сигналов. Такое 

измерение производится с применением аппарата корреляционного анализа, ко-

торый будет рассмотрен в соответствующем разделе. 

Кроме того, во многих случаях полезным оказывается представление сигналов в 

виде векторов, для которых определены понятия размера, взаимного расстояния 

и т. п. Об этом пойдет речь в разд. "Пространство сигналов" этой главы. 

 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

3

0

2

4

6

 



8 Глава 1 

Классификация сигналов 

Прежде чем приступать к рассмотрению задач анализа сигналов, выделим некото-
рые классы сигналов, которые будут часто встречаться нам в дальнейшем. Это не-
обходимо по двум причинам. Во-первых, проверка принадлежности сигнала к кон-
кретному классу сама по себе является процедурой анализа. Во-вторых, для пред-
ставления и анализа сигналов разных классов зачастую приходится использовать 
разные средства и подходы. 

Итак, что же такое сигнал? В наиболее общей формулировке это зависимость одной 
величины от другой (т. е. с математической точки зрения сигнал является функци-
ей). Чаще всего рассматриваются зависимости от времени, хотя это не обязательно. 
Например, в системах оптической обработки информации сигналом может являться 
зависимость интенсивности света от пространственных координат. Физическая 
природа сигнала может быть весьма различной. Очень часто это напряжение, не-
сколько реже — ток, возможны и многие другие физические величины. 

В данной книге подразумевается (если иное не оговорено специально), что сигнал 
представляет собой зависимость напряжения от времени. 

А теперь обратимся к собственно классификации. 

В зависимости от того, известен ли нам сигнал точно, различают детерминирован-
ные и случайные сигналы. Детерминированный сигнал полностью известен — его 
значение в любой момент времени можно определить точно. Случайный же сигнал 
в любой момент времени представляет собой случайную величину, которая прини-
мает конкретные значения с некоторой вероятностью. Специфические свойства 
случайных сигналов будут рассмотрены в конце данной главы, а основы анализа 
сигналов мы будем обсуждать применительно к сигналам детерминированным. 

Следующий важный класс сигналов — сигналы с интегрируемым квадратом. Еще 
их называют сигналами с ограниченной энергией (почему, станет ясно из 
разд. "Энергия и мощность сигнала" этой главы). Для таких сигналов s(t) выполня-
ется соотношение 

 2 ( )s t dt

∞

−∞

< ∞∫ . (1.1) 

Многие важные соотношения теории сигналов получены в предположении о ко-
нечности энергии анализируемых сигналов. Если это условие не выполняется, при-
ходится менять подходы к решению задачи (см., например, определения понятия 
корреляционной функции для сигналов с конечной и бесконечной энергией в 
разд. "Корреляционная функция" этой главы) или прибегать к использованию ап-
парата обобщенных функций (см. разд. "Фурье-анализ неинтегрируемых сигналов" 
в этой главе). 

Еще один признак классификации сигналов, существенно влияющий на методы их 
анализа, — периодичность. Для периодического сигнала с периодом T выполняется 
соотношение 

s(t + nT) = s(t) при любом t, 
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где n — произвольное целое число. Если величина T является периодом сигнала 
s(t), то периодами для него будут и кратные ей значения: 2T, 3T и т. д. Как правило, 
говоря о периоде сигнала, имеют в виду минимальный из возможных периодов. 

Величина, обратная периоду, называется частотой повторения сигнала: f = 1/T. 

В теории сигналов также часто используется понятие круговой частоты ω = 2πf, 
измеряемой в радианах в секунду. 

Очевидно, что любой периодический сигнал (за исключением сигнала, тождествен-
но равного нулю) имеет бесконечную энергию. 

Следующий класс — сигналы конечной длительности (их еще называют финит-
ными сигналами). Такие сигналы отличны от нуля только на ограниченном проме-
жутке времени. Иногда говорят, что сигнал существует на конечном временном 
интервале. 

Очевидно, что сигнал конечной длительности будет иметь и конечную энергию — 
если только он не содержит разрывов второго рода (с уходящими в бесконечность 
ветвями функции). 

Перейдем к более узким классам сигналов. Очень важную роль в технике обработ-
ки сигналов играют гармонические колебания, которые в самом общем виде запи-
сываются следующим образом: 

s(t) = A cos(ωt + ϕ). 

Гармонический сигнал полностью определяется тремя числовыми параметрами: 

амплитудой A, частотой ω и начальной фазой ϕ. 

Гармонический сигнал является одним из широко распространенных тестовых 
сигналов, применяющихся для анализа характеристик цепей. Кроме него к тесто-
вым относятся еще две очень важных в радиотехнике функции: дельта-функция и 
функция единичного скачка. 

Дельта-функция δ(t), или функция Дирака, представляет собой бесконечно узкий 
импульс с бесконечной амплитудой, расположенный при нулевом значении аргу-
мента функции. "Площадь" импульса тем не менее равна единице: 

{0, 0,
( )

, 0,

t
t

t

≠
δ =

∞ =
     ( ) 1t dt

∞

−∞

δ =∫ . 

Разумеется, сигнал в виде дельта-функции невозможно реализовать физически, од-
нако эта функция очень важна для теоретического анализа сигналов и систем. 

На графиках дельта-функция обычно изображается жирной стрелкой, высота кото-
рой пропорциональна множителю, стоящему перед дельта-функцией (рис. 1.1). 

Одно из важных свойств дельта-функции — так называемое фильтрующее свойст-
во. Оно состоит в том, что если дельта-функция присутствует под интегралом в ка-
честве множителя, то результат интегрирования будет равен значению остального 
подынтегрального выражения в той точке, где сосредоточен дельта-импульс: 

 
0 0

( ) ( ) ( )f t t t dt f t

∞

−∞

δ − =∫ . (1.2) 
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s t( )

0 1 t

δ( )t

2δ(  – 1)t

Рис. 1.1. График сигнала  

s(t) = δ(t) + 2δ(t – 1) 

Рис. 1.2. Функция единичного скачка 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Пределы интегрирования в (1.2) не обязательно должны быть бесконечными, глав-

ное, чтобы в интервал интегрирования попадало значение t0; в противном случае ин-

теграл будет равен нулю. 

Из того факта, что интеграл от дельта-функции дает безразмерную единицу, следу-

ет, что размерность самой дельта-функции обратна размерности ее аргумента. На-
пример, дельта-функция времени имеет размерность 1/с, т. е. размерность частоты. 

Функция единичного скачка 
1
( )tδ , она же функция Хевисайда, она же функция 

включения, равна нулю для отрицательных значений аргумента и единице — для 
положительных. При нулевом значении аргумента функцию считают либо неопре-

деленной, либо равной 1/2: 

 
1

0, 0,

( ) 1 / 2, 0,

1, 0.

t

t t

t

<⎧
⎪

δ = =⎨
⎪ >⎩

 (1.3) 

В MATLAB данную функцию можно смоделировать с помощью оператора сравне-
ния, возвращающего значение 0 или 1: 

d1 = double(t >= 0); 

Отличие такой реализации функции включения от формулы (1.3) состоит только  

в том, что при нулевом значении аргумента результат равен единице; впрочем, 
в большинстве случаев это отличие несущественно. 

График функции единичного скачка приведен на рис. 1.2. 

Функцию единичного скачка удобно использовать при создании математических 
выражений для сигналов конечной длительности. Простейшим примером является 
формирование прямоугольного импульса с амплитудой A и длительностью T: 

( )1 1
( ) ( ) ( )s t A t t T= δ − δ − . 

Вообще, любую кусочно-заданную зависимость можно записать в виде единого 
математического выражения с помощью функции единичного скачка. 

Сигналы, отражающие поведение физических величин, являются вещественными 
функциями времени. Однако в ряде случаев оказывается удобно вводить в рассмот-
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рение комплексные сигналы (см., например, разд. "Комплексная огибающая" далее 
в этой главе). Одним из простейших комплексных сигналов является комплексное 

гармоническое колебание 

( )( ) exp ( ) exp( )
m

s t A j t A j t= ω + ϕ = ω

�

� , 

где exp( )
m

A A j= ϕ
�  — комплексная амплитуда данного сигнала. 

Энергия и мощность сигнала 

В начале этой главы в качестве одной из составляющих анализа сигналов было на-
звано измерение их количественных параметров. На практике очень часто исполь-
зуются такие параметры, как энергия и мощность сигнала. Их определения, приня-
тые в теории сигналов, отличаются от обычных, а потому требуют некоторых ком-
ментариев. 

Начнем с обычных, "физических" понятий мощности и энергии. Если к резистору  
с сопротивлением R приложено постоянное напряжение U, то выделяющаяся в ре-
зисторе мощность будет равна 

2
U

P
R

= . 

За время T в этом резисторе выделится тепловая энергия, равная 

2
U T

E
R

= . 

Пусть теперь к тому же резистору приложено не постоянное напряжение, а сигнал 
s(t). Рассеивающаяся в резисторе мощность при этом тоже будет зависеть от време-
ни, т. е. в данном случае речь идет о мгновенной мощности (instantaneous power): 

2 ( )
( )

s t
p t

R
= . 

Чтобы вычислить выделяющуюся за время T энергию, мгновенную мощность не-
обходимо проинтегрировать: 

2

0 0

1
( ) ( )

T T

E p t dt s t dt
R

= =∫ ∫ . 

Можно ввести также понятие средней мощности (average power) за заданный про-
межуток времени, разделив энергию на длительность временного интервала: 

2
ср

0

1
( )

T
E

P s t dt
T RT

= = ∫ . 

Во все приведенные формулы входит сопротивление нагрузки R. Однако если энер-

гия и мощность интересуют нас не как физические величины, а как средство срав-

нения различных сигналов, этот параметр можно из формул исключить (принять 
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R = 1). Тогда мы получим определения энергии, мгновенной мощности и средней 

мощности, принятые в теории сигналов: 

 2

0

( )

T

E s t dt= ∫ ,     2( ) ( )p t s t= ,     2

ср

0

1
( )

T

P s t dt
T

= ∫ . (1.4) 

"Мощность" здесь имеет размерность 2В  (вольт в квадрате), а "энергия" — 2
В с⋅ . 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Данные параметры иногда называют удельной мощностью и энергией, чтобы под-

черкнуть подразумеваемое при этом единичное значение сопротивления нагрузки. 

Энергия сигнала может быть конечной или бесконечной. Например, любой сигнал 

конечной длительности будет иметь конечную энергию (если только он не содер-

жит дельта-функций или ветвей, уходящих в бесконечность). А любой периодиче-

ский сигнал, напротив, имеет бесконечную энергию. 

Если энергия сигнала бесконечна, можно определить его среднюю мощность на 

всей временной оси. Для этого нужно воспользоваться формулой (1.4) и выполнить 

предельный переход, устремив интервал усреднения в бесконечность: 

 

/2
2

ср

/2

1
lim ( )

T

T
T

P s t dt
T→∞

−

= ∫ . (1.5) 

Средняя мощность в такой формулировке представляет собой средний квадрат 

сигнала (английский термин — mean square, MSQ). 

Квадратный корень из средней мощности дает среднеквадратическое (действую-

щее) значение сигнала (английский термин — root mean square, RMS): 

 

/2
2

ср

/2

1
lim ( )

T

s
T

T

P s t dt
T→∞

−

σ = = ∫ . (1.6) 

Для периодического сигнала предельный переход в формулах (1.5) и (1.6) выпол-

нять не обязательно — достаточно выполнить усреднение по периоду T. 
 

Ряд Фурье 

Разложению в ряд Фурье могут подвергаться периодические сигналы. При этом они 

представляются в виде суммы гармонических функций либо комплексных экспо-

нент с частотами, имеющими некоторый общий делитель. Чтобы такое разложение 

существовало, фрагмент сигнала длительностью в один период должен удовлетво-

рять условиям Дирихле: 

� не должно быть разрывов второго рода (с уходящими в бесконечность ветвями 

функции); 

� число разрывов первого рода (скачков) должно быть конечным; 
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� число экстремумов должно быть конечным (в качестве примера функции, кото-

рая на конечном интервале имеет бесконечное число экстремумов, можно при-

вести sin(1/x) в окрестности нуля). 

В зависимости от конкретной формы базисных функций различают несколько 

форм записи ряда Фурье. 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Ряд Фурье может быть применен для представления не только периодических сигна-

лов, но и сигналов конечной длительности. При этом оговаривается временной ин-

тервал, для которого строится ряд Фурье, а в остальные моменты времени сигнал 

считается равным нулю. Для расчета коэффициентов ряда такой подход фактически 

означает периодическое продолжение сигнала за границами рассматриваемого ин-

тервала. С таким продолжением применительно к дискретному сигналу мы столк-

немся также в главе 5 при рассмотрении дискретного преобразования Фурье. 

Синусно-косинусная форма 

В этом варианте ряд Фурье имеет следующий вид: 

 ( )0

1 1

1

( ) cos( ) sin( )
2

k k

k

a
s t a k t b k t

∞

=

= + ω + ω∑ . (1.7) 

Здесь 
1

2 Tω = π  — круговая частота, соответствующая периоду повторения сигна-

ла, равному T. Входящие в формулу кратные ей частоты 
1

kω  называются гармони-

ками; гармоники нумеруются в соответствии с индексом k; частота 
1k

kω = ω  назы-

вается k-й гармоникой сигнала. Коэффициенты ряда 
k

a  и 
k
b  рассчитываются по 

формулам 

/2

1

/2

2
( )cos( )

T

k

T

a s t k t dt
T

−

= ω∫ ,   

/2

1

/2

2
( )sin( )

T

k

T

b s t k t dt
T

−

= ω∫ . 

Константа 
0
a  рассчитывается по общей формуле для 

k
a . Ради этой общности и 

введена несколько странная на первый взгляд форма записи постоянного слагаемо-

го (с делением на два). Само же это слагаемое представляет собой среднее значение 

сигнала на периоде: 

/2

0

/2

1
( )

2

T

T

a
s t dt

T
−

= ∫ . 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Пределы интегрирования не обязательно должны быть такими, как в приведенных 

выше формулах (от –T/2 до T/2). Интегрирование может производиться по любому 

интервалу длиной T — результат от этого не изменится. Конкретные пределы выби-

раются из соображений удобства вычислений; например, может оказаться удобнее 

выполнять интегрирование от 0 до T. 
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Если s(t) является четной функцией, то все 
k
b  будут равны нулю и в формуле ряда 

Фурье будут присутствовать только косинусные слагаемые. Если s(t) является не-

четной функцией, равны нулю будут, наоборот, косинусные коэффициенты 
k

a , и в 

формуле останутся лишь синусные слагаемые. 

Вещественная форма 

Некоторое неудобство синусно-косинусной формы ряда Фурье состоит в том, что 

для каждой гармоники с частотой 
1

kω  в формуле фигурируют два слагаемых — 

синус и косинус. Воспользовавшись формулами тригонометрических преобразова-
ний, сумму этих двух слагаемых можно трансформировать в косинус той же часто-
ты с иной амплитудой и некоторой начальной фазой: 

 0

1

1

( ) cos( )
2

k k

k

a
s t A k t

∞

=

= + ω + ϕ∑ , (1.8) 

где 

 2 2

k k k
A a b= + ,     

arctg , 0,

arctg , 0.

k

k

k

k

k

k

k

b
a

a

b
a

a

⎧
− ≥⎪⎪ϕ = ⎨

⎪− ± π <
⎪⎩

 (1.9) 

Если s(t) является четной функцией, фазы 
k

ϕ  могут принимать только значения 0 и 

π, а если s(t) — функция нечетная, то возможные значения для фазы равны ±π/2. 

Данная форма представления ряда Фурье является наиболее естественной с "инже-

нерной" точки зрения, однако ее неудобство заключается в том, что параметры 
k

A  

и 
k

ϕ  не рассчитываются напрямую — они выражаются либо через синусные и ко-

синусные коэффициенты согласно (1.9), либо через коэффициенты рассматривае-
мой далее комплексной формы ряда Фурье (см. далее формулу (1.11)). 

Комплексная форма 

Данная форма представления ряда Фурье является, пожалуй, наиболее употреби-
мой в радиотехнике. Она получается из вещественной формы представлением ко-
синуса в виде полусуммы комплексных экспонент (такое представление вытекает 

из формулы Эйлера cos sin
jx

e x j x= + ): 

1
cos ( )

2

jx jx
x e e

−

= + . 

Применив данное преобразование к вещественной форме ряда Фурье, получим 
суммы комплексных экспонент с положительными и отрицательными показате- 
лями: 

( )0

1 1

1

( ) exp( ) exp( )
2 2

k

k k

k

a A
s t jk t j jk t j

∞

=

= + ω + ϕ + − ω − ϕ∑ . 
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А теперь будем трактовать экспоненты со знаком "минус" в показателе как члены 
ряда с отрицательными номерами. В рамках этого же общего подхода постоянное 

слагаемое 
0
2a  станет членом ряда с нулевым номером. В результате получится 

комплексная форма записи ряда Фурье: 

 1( ) jk t

k

k

s t C e

∞

− ω

=−∞

= ∑ � . (1.10) 

Комплексные коэффициенты ряда связаны с амплитудами 
k

A  и фазами 
k

ϕ , фигу-

рирующими в вещественной форме записи ряда Фурье (1.8), следующими неслож-

ными соотношениями: 

1

2

kj
k kC A e

ϕ
=

� , 

 2 | |
k k

A C=
� ,     arg( )k kCϕ = � . (1.11) 

Несложно выглядят и формулы связи с коэффициентами 
k

a  и 
k
b  синусно-

косинусной формы ряда Фурье (1.7): 

2 2

k k

k

a b
C j= −

� , 

2Re( )
k k

a C=
� ,  2Im( )k kb C= − � . 

Отсюда сразу же следует и формула непосредственного расчета коэффициентов kC
�  

ряда Фурье в комплексной форме: 

 

/2

1

/2

1
( )exp( )

T

k

T

C s t jk t dt
T

−

= − ω∫� . (1.12) 

Если s(t) является четной функцией, коэффициенты ряда kC
�  будут чисто вещест-

венными, а если s(t) — функция нечетная, коэффициенты ряда окажутся чисто 

мнимыми. 

Совокупность амплитуд гармоник ряда Фурье часто называют амплитудным спек-

тром, а совокупность их фаз — фазовым спектром. Эти понятия не следует путать 
с амплитудно- и фазочастотными характеристиками, которые относятся не к сиг-

налам, а к системам, осуществляющим обработку сигналов. 

Если анализируемый сигнал s(t) является вещественным, то его амплитудный и фа-

зовый спектры обладают соответственно четной и нечетной симметрией: 

k k
A A
−

= ,  
k k−

ϕ = −ϕ , 

а коэффициенты комплексного ряда Фурье — комплексно-сопряженной симмет- 

рией: 

*

k kC C
−

=� � . 
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Примеры разложения сигналов в ряд Фурье 

В данном разделе мы применим ряд Фурье для анализа конкретных сигналов. 

Последовательность прямоугольных импульсов 

Первым рассматриваемым сигналом будет последовательность прямоугольных им-

пульсов с амплитудой A, длительностью τ и периодом повторения T. Начало отсче-
та времени примем расположенным в середине импульса (рис. 1.3). 

s t( )

A

0–τ/2 τ/2 t

T  

Рис. 1.3. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов (t) 

Данный сигнал является четной функцией, поэтому для его представления удобнее 
использовать синусно-косинусную форму ряда Фурье — в ней будут присутство-

вать только косинусные слагаемые 
k

a , равные 

/2

/2

2 2 2
cos sin

k

k A k
a A t dt

T T k T

τ

−τ

π π τ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ . 

Длительность импульсов и период их следования входят в полученную формулу не 
обособленно, а исключительно в виде отношения. Этот параметр — отношение пе-
риода к длительности импульсов — называют скважностью последовательности 

импульсов. Обозначим ее буквой q и введем этот параметр (q = T/τ) в полученную 
формулу для коэффициентов ряда Фурье, а затем приведем формулу к виду sin(x)/x: 

 

sin
2 2

sin
k

k
qA k A

a
kk q q
q

⎛ ⎞π
⎜ ⎟⎛ ⎞π ⎝ ⎠= =⎜ ⎟ ππ ⎝ ⎠

. (1.13) 

ЗАМЕЧАНИЕ 

В зарубежной литературе вместо скважности используется обратная величина, назы-

ваемая коэффициентом заполнения (duty cycle) и равная τ/T. 

При такой форме записи становится хорошо видно, чему равно значение постоян-

ного слагаемого ряда: поскольку при x → 0 sin(x)/x → 1, то 

0

2

a A A

q T

τ

= = . 
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Теперь можно записать и само представление последовательности прямоугольных 
импульсов в виде ряда Фурье: 

1

2 2
( ) sin cos

k

A A k k
s t t

q k q T

∞

=

⎛ ⎞π π⎛ ⎞
= + ⎜ ⎟ ⎜ ⎟π ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ . 

Амплитуды гармонических слагаемых ряда зависят от номера гармоники по закону 
|sin(x)/x| (рис. 1.4). 

A Tτ/

k01–q q

2π
τ

2π

T

Ck

.
||

 

Рис. 1.4. Коэффициенты ряда Фурье  

для последовательности прямоугольных импульсов 

График функции sin(x)/x имеет лепестковый характер. Говоря о ширине этих лепе-

стков, следует подчеркнуть, что для графиков дискретных спектров периодических 

сигналов возможны два варианта градуировки горизонтальной оси — в номерах 

гармоник и в частотах. На рис. 1.4 градуировка оси соответствует номерам гармо-

ник, а частотные параметры спектра нанесены на график с помощью размерных 

линий. 

Ширина лепестков, измеренная в количестве гармоник, равна скважности после- 

довательности (при k = nq имеем 0
k nq

a a= = , если n ≠ 0). Отсюда следует важ- 

ное свойство спектра последовательности прямоугольных импульсов — в нем  

отсутствуют (имеют нулевые амплитуды) гармоники с номерами, кратными скваж-

ности. 

Расстояние по частоте между соседними гармониками равно частоте следования 

импульсов — 2π/T. Ширина лепестков спектра, измеренная в единицах частоты, 

равна 2π/τ, т. е. обратно пропорциональна длительности импульсов. Это, как мы 

увидим далее, проявление общего закона — чем короче сигнал, тем шире его 

спектр. 

Меандр 

Важным частным случаем предыдущего сигнала является меандр — последова-

тельность прямоугольных импульсов со скважностью, равной двум, когда длитель-

ности импульсов и промежутков между ними становятся равными (рис. 1.5). 
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