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Глава 1 
 

Изображения и помехи 
 

1.1. Объекты реального мира и их свойства 
Посредством зрения мы воспринимаем образ окружающего нас мира. Этот мир 
трехмерный и состоит из множества, как правило, трехмерных объектов. Каждый 
объект имеет оболочку (поверхность), которая отделяет его от окружающего про-
странства. Оболочка каждого объекта имеет присущие ей отражательные характе-
ристики, характеристики прозрачности и характеристики излучения, которые по ее 
поверхности могут быть неоднородными. Для того чтобы мы могли наблюдать ок-
ружающие нас объекты, они должны быть освещены, если только не являются са-
мосветящимися. 

В процессе наблюдения свет от рассматриваемых объектов попадает на сетчатки 
глаз и формирует на них изображения, которые представляют собой центральные 
проекции рассматриваемых объектов. Распределение интенсивностей для всего 
спектра видимого излучения по поверхностям сетчаток определяется отражатель-
ными характеристиками, характеристиками прозрачности и характеристиками из-
лучения поверхностей объектов, их положением относительно точки наблюдения, 
спектральными характеристиками источников освещения, а также положением ис-
точников освещения относительно наблюдаемых объектов. 

Поскольку положение наблюдателя, положение источников освещения и спек-
тральные характеристики источников освещения могут изменяться в широких пре-
делах, то одному и тому же объекту может соответствовать бесчисленное количе-
ство проекций на сетчатках глаз. 
Наиболее устойчивыми признаками объектов на изображениях, формирующихся 
на сетчатках глаз, являются их контуры, поскольку они представляют собой проек-
ции оболочек объектов, которые не зависят от условий освещения. Вот почему 
контурный, или силуэтный, рисунок позволяет легко узнавать изображаемый объ-
ект [46, 47, 72]. 

Зрительная система при наблюдении трехмерной сцены формирует ее трехмерное 
представление в коре головного мозга. Это необходимо уже хотя бы для того, что-
бы мы имели возможность манипулировать различными объектами, составляющи-
ми сцену, и не сталкиваться с ними при своем перемещении в пространстве, а так-
же распознавать их при наблюдении под различными ракурсами [169]. 
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С самого начала отметим, что для формирования в зрительной системе объемного 
представления объектов, составляющих сцену, наличие бинокулярного зрения не 
является обязательным. Объемное представление трехмерных объектов способны 
формировать и люди, не имеющие возможности бинокулярно рассматривать на-
блюдаемую сцену, а также многие животные и птицы, вообще лишенные биноку-
лярного зрения. Поскольку при формировании объемного представления незнако-
мого трехмерного объекта в зрительной системе единственным источником 
информации о нем являются его двумерные проекции на сетчатки глаз, то для это-
го необходимо располагать рядом таких проекций, полученных, например, при 
различных ракурсах наблюдения. 

Из сказанного следует, что при наблюдении сцен, изображенных, например, на фо-
тографиях, на сетчатках глаз создаются проекции подобные тем, что создаются при 
непосредственном наблюдении самих изображаемых сцен, благодаря чему созда-
ваемое впечатление близко к тому, которое имеет место при наблюдении изобра-
жаемой натуры. На этом, собственно, и базируются такие виды изобразительного 
искусства, как живопись, фотография и кино. 

Впечатление реальности еще больше усиливается, если зрителю предлагают для 
наблюдения трехмерное изображение сцены, поскольку при этом у него появляется 
возможность его рассматривать при различных ракурсах наблюдения, как в жизни. 
Трехмерные изображения лежат в основе развивающихся в настоящее время новых 
технологий — технологий виртуальной реальности. 

1.2. Двумерная растровая модель изображения 
сцен и составляющих их объектов 
В компьютерной графике используют растровую и векторную модели двумерного 
изображения [82]. В основе растровой модели лежит растр — матрица пикселов, 
которые представляют интенсивность соответствующих участков изображения.  
В качестве поясняющего примера на рис. 1.1 приведен фрагмент растрового изо-
бражения с ортогональным расположением пикселов, линейные размеры которых  
в обоих направлениях одинаковы. Помимо растра с ортогональным расположением 
пикселов возможны и другие растры, например, растр с шахматным расположени-
ем пикселов, растр с диагональным расположением пикселов, однако они приме-
няются редко [98]. 

 

Рис. 1.1. Растровое изображение 
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Растровое изображение характеризуется разрешением, которое определяется коли-
чеством пикселов на единицу длины. Чем больше пикселов приходится на единицу 
длины, тем выше разрешение и тем более мелкие детали могут быть воспроизведе-
ны на изображении. Для того чтобы изображение можно было обрабатывать по-
средством компьютера, его представляют в цифровой форме. В случае полутоново-
го черно-белого, т. е. не цветного изображения, это означает, что интенсивность 
(яркость) каждого пиксела представляется числом, которое обычно лежит в пределах 
от 0 до 255. Другими словами, полутоновое черно-белое изображение представляется 
в виде двумерной матрицы, состоящей обычно из 8-разрядных двоичных чисел. Для 
представления цветного изображения в цифровой форме используют уже три мат-
рицы, каждая из которых, как правило, состоит из 8-разрядных двоичных чисел, 
реже из 16-разрядных. При этом элементы каждой из этих матриц представляют 
интенсивности красного, зеленого и синего компонентов цвета пиксела, поскольку 
цвет каждого из пикселов растра синтезируется путем смешения красного, зелено-
го и синего цветов, как в палитре художника. 
При выборе разрешения изображения исходят из того, чтобы зрителю изображение 
казалось непрерывным, т. е. чтобы зритель не видел на изображении растровой 
структуры. С этой целью количество пикселов на единицу длины в изображении вы-
бирают, исходя из остроты (разрешающей способности) зрения. Известно, что при 
наблюдении двух объектов, угловое расстояние между которыми меньше одной уг-
ловой минуты, они сливаются в один объект. Из этого следует, что для отсутствия 
заметности растровой структуры угловое расстояние между формирующими ее пик-
селами β должно быть меньше одной угловой минуты или, в крайнем случае, рав-
няться ей. Рисунок 1.2, на котором представлен растр, поясняет изложенное.  
 

 

Рис. 1.2. К определению выбора разрешения 
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Поскольку угол β зависит от расстояния наблюдения, линейное расстояние между 
центрами пикселов  Δ (шаг пространственной дискретизации изображений) также 
зависит от этого угла. Записывая очевидное геометрическое соотношение 

tgLΔ = β , имеем tgLΔ = β , при этом общее число пикселов N , составляющих 

растр, будет равно 2N hl= Δ , что после подстановки значения Δ дает 

( )2tgN hl L= β . Поскольку tg  от одной минуты равен 42,909 10 ,−⋅  получим окон-

чательно 

2

11817146hl
N

L
= , (1.1) 

а число строк z  в изображении, как не трудно видеть, будет равно 

L

h
z

3437= . 

Из выражения (1.1) следует, что минимально необходимое количество пикселов, 
составляющих растр изображения, определяется не только его размером, но также 
в сильной степени условиями наблюдения изображения, т. е. расстоянием, с кото-
рого ведется наблюдение. В телевидении расстояние наблюдения принимается 
равным ( )5..6L h≅ . Учитывая, что согласно телевизионному стандарту отношение 
ширины изображения к его высоте hl  принято близким к 34 , число строк в теле-
визионном изображении в соответствии с приведенными расчетами должно быть 

574..689z ≅ , что близко к принятому по стандарту значению 625 [93]. Аналогич-
ным образом решается задача применительно к компьютерным дисплеям, но с уче-
том специфики наблюдения изображения на экране монитора. 
Количество растровых элементов в изображении наряду с разрядностью двоичного 
кода, посредством которого представляется яркость (в случае цветного изображе-
ния интенсивности красного, зеленого и синего цветов), определяет необходимый 
объем памяти для хранения изображения. В случае черно-белого полутонового 
изображения (grayscale) необходимый объем памяти равен 8M N=  бит, в случае 
цветного изображения с использованием моды RGB (True Color) необходимый объем 
памяти составит уже 24M N=  бит. Так, например, для того чтобы сохранить цвет-
ное RGB-изображение размером 1000×1000 пикселов, потребуется около 3 Мбайт  
памяти. 

1.3. Векторная модель представления 
двумерных изображений 
В отличие от растровых изображений, основой которых являются пикселы, осно-
вой векторных изображений являются контуры, представляемые кривыми, назы-
ваемыми векторами [82]. Каждый контур векторного изображения представляет 
собой отдельный объект, который можно независимо от других редактировать.  
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В соответствии с этим векторную графику также иногда называют объектно-
ориентированной графикой. Файлы векторных изображений содержат набор инст-
рукций, их основа — формулы, по которым строятся контуры. Благодаря тому, что 
форма контуров задается этими инструкциями, точность воспроизведения вектор-
ного изображения, его четкость, определяется только разрешающей способностью 
воспроизводящего устройства (принтера, экрана дисплея и т. д.). По этой причине 
векторное изображение может быть неограниченно увеличено без потери качества, 
в то время как в случае увеличения растровых изображений мы встречаемся с серь-
езными проблемами. Другим достоинством векторных изображений является ком-
пактность их хранения. Действительно, для того чтобы сохранить изображение от-
резка прямой линии в векторном формате, необходимо сохранить координаты, 
определяющие его начало и конец, а также данные о цвете и толщине. Для этого 
потребуется всего несколько байтов. В то же время для хранения изображения того 
же отрезка в растровом режиме потребуется значительно больший объем информа-
ции, поскольку при этом необходимо хранить цвет каждого из множества пиксе-
лов, составляющих отрезок. Отсюда следует, что векторный формат, как правило, 
более компактен, чем растровый, хотя байтовый размер векторного изображения  
в случае сложных рисунков может превышать байтовый размер этих же рисунков  
в растровом формате. Векторное изображение легко экспортируется в растровый 
формат, но не наоборот. Вместе с тем векторная графика не пригодна для хранения 
полутоновых изображений, например, фотографий. 

Векторное изображение состоит из объектов. Каждый объект состоит из одного 
или нескольких контуров. Контуры могут быть замкнутыми или открытыми, т. е. 
незамкнутыми. Примером замкнутого контура является окружность, примером 
открытого — отрезок линии. Закрытые контуры могут быть заполненными за-
ливкой. В свою очередь, каждый контур, в зависимости от сложности, состоит из 
одного или нескольких сегментов, представляющих собой отрезки прямых или 
кривых линий, заканчивающихся узлами (опорными точками). Узлы определяют 
положение сегмента в контуре. На рис. 1.3 показаны элементы векторного изо-
бражения. 

 

Рис. 1.3. Векторная модель представления двумерных изображений 
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Рассмотрим кратко математические основы векторной графики. В векторной гра-
фике точке соответствует узел. 

Для описания отрезка прямой линии в векторной графике используют уравнение 
y ax b= + , 

где x  и y  — декартовы координаты, а a  и b — постоянные коэффициенты. Кроме 
того, начало и конец отрезка задаются координатами 1x  и 2x . 

Для описания кривых второго порядка — окружностей, эллипсов, парабол и гипер-
бол — используют кривые второго порядка 

2 2
1 2 3 4 5 0x a y a xy a x a y a+ + + + + = , 

где 1a , 2a , 3a , 4a  и 5a  — постоянные коэффициенты. Поскольку сегмент пред-
ставляет собой отрезок линии, в данном случае кривой, то необходимо задать ко-
ординаты, определяющие его начало и конец, например, 1x  и 2x . Эти кривые  
в векторной графике используются для построения базовых примитивов, в частно-
сти эллипсов и окружностей. Особенностью этих кривых является то, что они не 
имеют точек перегиба. 
В отличие от кривых второго порядка, кривые третьего порядка могут иметь точки 
перегиба, что дает возможность их использовать для представления в векторной 
форме различных природных объектов. Уравнение, применяемое для описания 
кривых третьего порядка, имеет вид 

09876
2

5
2

4
2

3
2

2
3

1
3 =+++++++++ ayaxaxyayaxaxyayxayax , 

где 1a , 2a , 3a , 4a , 5a , 6a , 7a , 8a  и 9a  — постоянные коэффициенты. Так же, как 
и ранее, поскольку сегмент представляет собой отрезок линии, то необходимо за-
дать координаты, определяющие его начало и конец — 1x  и 2x . 

Широкое применение в векторной графике получили кривые Безье третьего  
порядка. Особенностью этих кривых является то, что они позволяют удобно регу-
лировать не только положение узлов на плоскости изображения, но также величи-
ны первой производной линии (угла наклона) и ее второй производной (кривизну)  
в этих точках. Это, в частности, обеспечивает возможность соединять отдельные 
сегменты без изломов в точках соединения и тем самым аппроксимировать отрез-
ками кривых Безье контуры любой сложности. 

1.4. Виды изображений 
Неподвижное ахроматическое изображение представляет собой функцию, описы-
вающую распределение яркости сL  на плоскости, т. е. ( )с ,L x y , где x  и y  — де-
картовы координаты. Для представления ахроматического движущегося изображе-
ния в написанное выражение добавляется еще одна независимая переменная — 
время t , а запись принимает вид ( )с , ,L x y t . Цветные изображения натурных сцен, 
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получаемые в результате их оптической проекции на какую-либо поверхность,  
например на светочувствительную поверхность датчика телевизионного сигнала,  
будут в числе независимых переменных содержать еще и длину волны светового 
излучения λ. В этом случае для цветного неподвижного изображения будем иметь 

( )с , ,L x y λ , а для движущегося — ( )с , , ,L x y t λ , где сL  следует рассматривать как 

интенсивность излучения на длине волны λ, в точке с координатами x  и y , в мо-
мент времени t . Аналогичным образом можно перейти к описанию "объемных" 
изображений, добавив еще одну пространственную координату z . 

Однако современная техника передачи, консервации и демонстрации изображений 
основана на их представлении в виде ряда компонентов. Так, например, цветное изо-
бражение, предназначенное для вывода на экран телевизора или на экран монитора 
компьютера, представляется в виде 3-х цветоделенных изображений: красного, зеле-
ного и синего. В полиграфии по причинам, которые будут рассмотрены  
в дальнейших разделах книги, число цветоделенных изображений может быть боль-
шим. Аналогичным образом обстоит дело с движущимися изображениями, которые, 
как известно, представляются последовательностью неподвижных, быстро сменяю-
щих друг друга изображений, на каждом из которых зафиксирована соответствую-
щая фаза движения. Быстрая смена этих изображений создает иллюзию движения. 
В общем случае, последовательность неподвижных цветоделенных изображений, 
которой представляются реальные цветные движущиеся изображения, обладает 
одной замечательной особенностью — все они описываются очень похожими ха-
рактеристиками. Эта особенность позволяет в дальнейшем сосредоточиться на рас-
смотрении свойств и методов обработки неподвижных ахроматических изображе-
ний, распространяя полученные результаты на цветные изображения, и лишь  
в необходимых случаях выходить за эти рамки. 

Продолжая изложение, отметим, что изображения принято разделять на два класса: 
семантические, т. е. смысловые, и текстурные. Примеры этих изображений при-
ведены на рис. 1.4 и 1.5 соответственно.  

 

Рис 1.4. Пример семантического изображения 
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а б 

Рис. 1.5. Пример текстурного изображения 

В процессе длительной эволюции зрительная система человека приспособилась 
обнаруживать, опознавать и классифицировать не любые произвольные распреде-
ления яркости, спроецированные зрачком на сетчатку глаза, а лишь те, которые 
создаются объектами внешнего мира. В этом легко убедиться, если попытаться об-
наружить шумовой узор ("шумовой объект"), показанный на рис. 1.5, б на фоне 
шумового поля, которое приведено на рис. 1.5, а. Эта задача решается с трудом пу-
тем поэлементного сравнения обоих изображений, тогда как на рис. 1.4 любой объ-
ект находится легко и быстро. 

Отмеченная особенность зрения широко используется в природе для целей камуф-
ляжа. Так, например, неправильной формы полосы на шкуре тигра делают его пло-
хо различимым в зарослях. 

Характерной особенностью изображений реальных объектов является то, что они 
состоят из областей, разделенных более или менее резкими световыми границами, 
внутри которых яркость и цвет изменяются сравнительно медленно. Эти световые 
границы (контуры) передают форму объекта и являются основой для его опознава-
ния. Из опыта известно, что информации, содержащейся в контурах, как правило, 
вполне достаточно для безошибочного узнавания объекта. Так, например, мы легко 
узнаем лицо знакомого человека по контурному рисунку. 

Найдем связь между структурой изображений реальных объектов и их простран-
ственными спектрами, полученными в результате интегрального преобразования 
Фурье. С этой целью рассмотрим спектры трех различных по резкости световых 
границ, ориентированных перпендикулярно к оси x. Поскольку в данном случае 
яркость изображений не зависит от координаты y, задачу можно существенно уп-
ростить, сведя ее к одномерной. На рис. 1.6 приведены три различные зависимо-
сти изменения яркости на границе от координаты x, которые описываются выра-
жениями 

( ) 0
1

0

0 при ,

при ,

x x
L x

L x x

≤⎧
= ⎨ >⎩
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Определяя спектры функций ( ),L x y , в результате преобразований получим 

( ) ( ) ( )1 0exp 2x x xM L x⎡ ⎤ω = ω − π + ω⎣ ⎦i , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 0exp 2x x x x xM L L x⎡ ⎤ ⎡ ⎤ω = πδ ω + ω α + ω − π + ω⎣ ⎦⎣ ⎦ i , 

( ) ( ) ( ){ } ( )2 2 2
3 0exp 2x x x xM L x⎡ ⎤ ⎡ ⎤ω = α ω α + ω − π + ω⎣ ⎦⎣ ⎦ i , 

где xω  — круговая пространственная частота, 1= −i . (Подробно о спектрах изо-
бражений см. в разд. 1.6.) 

 

Рис. 1.6. Примеры распределения яркости на световых границах 

Первое, что обращает на себя внимание, — идентичность фазовых спектров для 
всех трех границ. Нетрудно видеть, что информация о наличии и положении свето-
вой границы заключена в фазовом спектре. Амплитудный спектр не содержит 
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информации о положении границы, однако в нем заключена информация о резко-
сти изображения [49]. Из опыта работы с изображениями известно, что изображе-
ние может быть подвергнуто значительным линейным и нелинейным искажениям, 
но если при этом искажения фазового спектра будут невелики, так что они не  
вызовут исчезновения существующих или появления новых световых границ, изо-
бражение будет оставаться легко узнаваемым. К таким искажениям относятся ин-
тегрирование, которое приводит к потере четкости изображений, дифференцирова-
ние, приводящее к подчеркиванию границ на изображении, поэлементное 
преобразование вида ( )u f v=  (где ( )f v  — монотонная функция), приводящее  
к изменению контраста, и ряд других. Если же в результате преобразования изо-
бражения существенно искажается его фазовый спектр, то может иметь место по-
теря узнаваемости изображаемого объекта. 
Наглядный пример тому — потеря различения изображения при воздействии на 
него флуктуационным шумом, имеющим большую дисперсию. В результате такого 
воздействия плотность вероятности распределения фазы частотных составляющих 
зашумленной реализации приближается к равномерной на интервале 0...2π , что 
влечет за собой полное размытие световых границ на изображении. 

  

а б 

  

в г 

Рис. 1.7. Исходные (а) и (б) и синтезированные (в) и (г) изображения. 
Изображения заимствованы из [79] 
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Наиболее убедительным доказательством приведенных ранее положений служит 
эксперимент с восстановлением изображений по "перепутанным" амплитудным  
и фазовым спектрам [79]. Эксперимент заключался в том, что для изображений, 
показанных на рис. 1.7, а и б, находились амплитудные и фазовые спектры, по ко-
торым составлялись новые спектры следующим образом: 

( ) ( ) ( )в б а, , exp ,x y x y x yM M ⎡ ⎤ω ω = ω ω − ϕ ω ω⎣ ⎦i , 

( ) ( ) ( )г а б, , exp ,x y x y x yM M ⎡ ⎤ω ω = ω ω − ϕ ω ω⎣ ⎦i , 

после чего по спектрам ( )в ,x yM ω ω  и ( )г ,x yM ω ω  синтезировались изображения, 

показанные на рис. 1.7, в и г. Из рисунка видно, что замена ("перепутывание") ам-
плитудных спектров привела лишь к некоторому зашумлению изображений без 
потери их различимости. 

На основании изложенного можно сделать вывод, что при передаче и консервации 
изображений особое внимание следует уделять точности передачи фазового 
спектра. В телевидении к этому выводу пришли давно, чисто опытным путем, за-
метив, что амплитудно-частотные и амплитудные (нелинейные) искажения менее 
заметны на изображении, чем фазо-частотные. 
При решении ряда задач прикладного характера приходится иметь дело с различе-
нием текстурных полей на изображении. В последнее время много внимания уде-
ляется анализу изображений, полученных при дистанционном зондировании Зем-
ли, где вопрос различения текстур занимает ведущее место. В результате 
экспериментальных исследований было найдено, что человек способен различать 
текстурные поля, если они различаются между собой одномерными плотностями 
вероятностей распределения яркости в них или если при одинаковых одномерных 
плотностях распределения вероятностей имеется различие в функциях автокорре-
ляции. Если же текстурные поля различаются только плотностями распределения 
вероятностей третьего или более высокого порядка, то они визуально не различи-
мы. Это положение носит название гипотезы Юлеша. Впоследствии рядом исследо-
вателей были найдены примеры текстур, противоречащих этой гипотезе, хотя, как 
отмечают сами исследователи, зрительно эти текстуры трудно различимы [83]. 

1.5. Модели изображений 
В теории цифровой обработки изображений в зависимости от решаемой задачи ис-
пользуют различные модели изображений. Под моделью изображения понимается 
комплекс характеристик, описывающих распределение яркости на плоскости, ко-
торыми аппроксимируется рассматриваемый класс изображений. Модель должна 
удовлетворять противоречивым требованиям достаточной близости к реальным 
изображениям и простоты теоретического анализа. При выборе модели существен-
ное значение имеет также степень общности результатов, которые могут быть по-
лучены при ее использовании. В зависимости от того, какое из требований приоб-
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ретает большее значение, используют ту или иную модель изображения различной 
степени сложности. В качестве примера приведем одну из моделей, применяемую 
при синтезе алгоритмов нелинейной обработки изображений: 

( ) ( ) ( )с с, , ,L x y kE x y r x y= , 

где ( )с ,r x y  — коэффициент отражения различных участков сцены, соответствую-

щих ее проекции на светочувствительную поверхность датчика сигнала изображе-
ния с координатами ( ),x y ; ( ),E x y  — освещенность различных участков сцены, 

соответствующих ее проекции на светочувствительную поверхность датчика сиг-
нала изображения с координатами ( ),x y ; k  — коэффициент, согласующий раз-

мерности. Важными свойствами функции ( )с ,r x y  и ( )yxE ,  являются следующие. 

Коэффициент отражения ( )с ,r x y  — это функция, характеризующаяся наличием 

резких скачков, возникающих на контурах, в то время как ( ),E x y  представляет 

собой в основном очень медленно изменяющуюся функцию координат ( ),x y . Бла-

годаря этому спектр ( )с ,r x y  является широкополосным, а спектр функции ( ),E x y  

узкополосным, что используется, например, в целях "улучшения" качества изобра-
жения при его гомоморфной фильтрации. Другим важным свойством функций 

( )с ,r x y  и ( ),E x y  является их положительность, что обеспечивает положитель-

ность ( )с ,L x y . Свойство положительности ( )с ,L x y  накладывает сильные ограни-

чения на выбор возможных алгоритмов обработки, поскольку результат обработ-
ки — обработанное изображение — также должен быть положительной функцией, 
т. к. отрицательные значения яркости физически не реализуемы. В дальнейшем мы 
познакомимся и с другими моделями изображений. 

Хорошая модель изображения является надежной основой для синтеза эффектив-
ных алгоритмов обработки изображений, и наоборот, неудачные модели часто ока-
зывались причиной неудач при разработке таких алгоритмов. 

1.6. Пространственные  
спектры изображений 
При анализе линейных искажений изображений, а также при решении задач, свя-
занных с обнаружением и опознаванием изображений объектов на репродукции, 
чрезвычайно полезно использовать понятие спектров изображений и их попарных 
разностей при "наилучшем" совмещении. Под "наилучшим" совмещением изобра-
жений понимается такое совмещение, при котором средний квадрат их поточечной 

разности ( ) ( ) 2
с с, , , ,L x y i L x y j⎡ − ⎤⎣ ⎦  достигает минимума, где ( )с , ,L x y i  и 

( )с , ,L x y j  — распределения яркости в i-ом и j-ом изображениях [49]. 
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Спектр j-го изображения ( )с , ,x yM jω ω  по определению представляет собой ком-

плексную функцию, связанную с распределением яркости на изображении 
( )с , ,L x y j  парой преобразований Фурье: 

( ) ( ) ( )с с, , , , expx y x yM j L x y j x y dxdy

∞ ∞

−∞ −∞

⎡ ⎤ω ω = − ω +ω⎣ ⎦∫ ∫ i , (1.2) 

( ) ( ) ( )с с2

1
, , , , exp

4
x y x y x yL x y j M j x y d d

∞ ∞

−∞ −∞

⎡ ⎤= ω ω ω +ω ω ω⎣ ⎦π ∫ ∫ i , (1.3) 

где 1= −i , xω  и yω  — круговые пространственные частоты спектра в направле-
нии осей x  и y . 

Аналогично определим спектр разности двух изображений (j-го и i-го) при их 
"наилучшем" совмещении: 

( ) ( ) ( ) ( )с с, , , , , , , expx y x yM j i L x y j L x y i x y dxdy

∞ ∞

Δ

−∞ −∞

⎡ ⎤ω ω = ⎡ − ⎤ − ω +ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ i , (1.4) 

( ) ( )

( ) ( )

с с

2

, , , ,

1
, , , exp .

4
x y x y x y

L x y j L x y i

M j i x y d d

∞ ∞

Δ

−∞ −∞

− =

⎡ ⎤= ω ω ω +ω ω ω⎣ ⎦π ∫ ∫ i  
(1.5) 

Спектры разности двух изображений при их "наилучшем" совмещении использу-
ются при решении задач, связанных с опознаванием (различением) изображений 
объектов при наличии шума на изображениях. Определенные таким образом спек-
тры содержат полную информацию как об амплитудах, так и о фазах частотных 
составляющих. 

Распределение яркости на репродукции ( )с , ,L x y jΩ , воспроизводимой линейной 

системой, вносящей искажения, может быть найдено, исходя из известного распре-
деления яркости в исходном изображении ( )с , ,L x y j  посредством интеграла сверт-
ки (интеграла Дюамеля): 

( ) ( ) ( )с с, , , , , ,L x y j L j h x y d d

∞ ∞

Ω

−∞ −∞

= ξ η − ξ − η ξ η∫ ∫ , (1.6) 
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где ξ и η — переменные интегрирования; ( )yxh ,  — импульсная характеристика 

системы, которая с точностью до постоянного множителя совпадает с распределе-
нием яркости на репродукции при передаче линейной системой изображения точ-
ки. Импульсная характеристика ( )yxh , , или, что то же самое, функция рассеяния 

точки, в терминологии оптических систем (в дальнейшем мы будем использовать  
и этот термин) полностью характеризует искажения, вносимые линейной системой. 
При этом спектры исходного и воспроизводимого линейной системой изображений 
связаны между собой соотношением 

( ) ( ) ( )с с, , , , ,x y x y x yM j M j KΩ ω ω = ω ω ω ω , (1.7) 

где ( )с , ,x yM jΩ ω ω  — спектр репродукции ( )с , ,L x y jΩ ; ( )yxK ωω ,  — частотно-

передаточная функция рассматриваемой линейной системы, связанная с импульс-
ной характеристикой парой преобразований Фурье: 

( ) ( ) ( ), , expx y x yK h x y x y dxdy

∞ ∞

−∞ −∞

⎡ ⎤ω ω = − ω +ω⎣ ⎦∫ ∫ i , (1.8) 

( ) ( ) ( )2

1
, , exp

4
x y x y x yh x y K x y d d

∞ ∞

−∞ −∞

⎡ ⎤= ω ω ω +ω ω ω⎣ ⎦π ∫ ∫ i . (1.9) 

Аналогично находится спектр разности изображений, воспроизводимых линейной 
системой при их "наилучшем" совмещении: 

( ) ( ) ( ), , , , , , ,x y x y x yM j i M j i KΔΩ Δω ω = ω ω ω ω . (1.10) 

1.7. Спектральные  
интенсивности изображений 
При решении некоторых задач информация о фазовых соотношениях частотных 
составляющих оказывается излишней, и тогда используют понятия спектральной 
интенсивности изображений. В отличие от спектра спектральная интенсивность 
содержит информацию только о распределении энергии (или величины, пропор-
циональной ей) по пространственным частотам. 

Определим спектральную интенсивность j-го изображения: 

( ) ( ) 2

с с
из

1
, , , ,x y x yS j M j

s
ω ω = ω ω , (1.11) 
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Рис. 1.8. К определению площади изображения 

где 
из 0 0s x y= , (1.12) 

площадь прямоугольника, в который вписано изображение (рис. 1.8). 

Из соображений удобства будем считать, что для всех изображений, составляющих дан-
ный алфавит, изs  одинаково и что за пределами прямоугольника яркость равна нулю. 

Аналогично определим спектральную интенсивность разности двух изображений 
(j-го и i-го) при их наилучшем совмещении: 

( ) ( ) 2

из

1
, , , , , ,x y x yS j i M j i

sΔ Δω ω = ω ω . (1.13) 

Спектральные интенсивности изображений и их разностей позволяют вычислить 
соответствующие им значения энергий: 

( ) ( )из
с с2

, ,
4

x y x y
s

E j S j d d

∞ ∞

−∞ −∞

= ω ω ω ω
π ∫ ∫ , (1.14) 

( ) ( )из
2

, , , ,
4

x y x y
s

E j i S j i d d

∞ ∞

Δ Δ

−∞ −∞

= ω ω ω ω
π ∫ ∫ . (1.15) 

Чем больше значения ( )сE j  и ( )ijE ,Δ , тем выше вероятности правильного обна-
ружения и опознавания изображений объектов в присутствии шума. 
Экспериментальные исследования показывают, что основная доля энергии изобра-
жений сосредоточена в области низких пространственных частот, при этом при-
мерно половина ее приходится на постоянную составляющую. Последнее утвер-
ждение, в частности, вытекает из плотности вероятности распределения яркости  
в изображении [49]. Действительно, полная энергия изображения 

( )22 2из с
с из с с с из с

с с
0

exp 2
s L

E s L L dL s L
L L

∞
⎛ ⎞

= = − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ , (1.16) 
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в то время как энергия, приходящаяся на постоянную составляющую, 

( )2с из сE s L= = . 

Спектральная интенсивность разности изображений при их "наилучшем" совмеще-
нии также имеет максимум в области низких пространственных частот, но в отличие 
от спектральной интенсивности изображения с ростом частоты она убывает медлен-
нее. Кроме того, в среднем вся энергия разности изображений приходится на пере-
менные составляющие спектра. Несмотря на то, что энергия, приходящаяся на  
область высоких пространственных частот в изображении, невелика, эти состав-
ляющие спектра играют большую роль, обеспечивая четкость изображения. 

| |, ωx
 рад

3,0 4,02,01,0
0

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

( )
( )

( )
( )

с

с

, 0 , 0
,

0, 14, 0 0,14, 0
x xS S

S S
Δ

Δ

ω ω

( )
( )
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с

, 0

0, 14, 0
xS

S
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( )

, 0

0, 14, 0
xS

S
Δ

Δ
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Рис. 1.9. Зависимости ( ) ( )с с, 0 0, 14, 0xS Sω  и ( ) ( ), 0 0, 14, 0xS SΔ Δω  от xω  

В качестве примера на рис. 1.9 приведены отмеченные квадратиками эксперимен-
тальные точки, представляющие усредненные по алфавиту зависимости нормиро-
ванных значений спектральных интенсивностей изображений и их попарных раз-
ностей при "наилучшем" совмещении от xω , полученные для изображений теста, 
представляющего собой набор из 7 двухградационных стилизованных изображе-
ний самолетов. 

Экспериментальные исследования показывают также, что спектральные интенсив-
ности изображений анизотропны [98]. Это находит свое выражение в более мед-
ленном их убывании вдоль осей xω , yω , чем в направлениях, расположенных  

к этим осям под углами 45°. 
Анизотропия спектральных интенсивностей реальных изображений обусловлена их 
структурой, которая, в конечном счете, определяется структурой самой Вселенной, 
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например, формой земной поверхности, направлением сил тяготения и т. п. Вслед-
ствие указанных причин в "естественных" изображениях вертикальные и горизон-
тальные контуры встречаются чаще, чем контуры, ориентированные в других на-
правлениях. 

Спектральные интенсивности, полученные экспериментальным путем, хорошо ап-
проксимируются выражениями: 

( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2

с
с с2 2 2 2

изиз

2 2
, s

x y x y
s x s y

a E
S E

sa a s

πω ω = + δ ω δ ω
+ω +ω

, (1.17) 

( ) ( )( )
2

2 2 2 2
из

4
, s

x y
s x s y

a E
S

a a s
Δ Δ

Δ
Δ Δ

ω ω =
+ ω + ω

, (1.18) 

где ( ).δ  — дельта-функция, удовлетворяющая условиям 

( )
0

1x xd

∞

δ ω ω =∫ , ( ) при
при

0,

0 0,
x

x
x

∞⎧
δ ω = ⎨ ≠⎩

ω =
ω

 

sa  и sa Δ  — параметры, определяемые характером и размерами изображений, со-
ставляющих алфавит. 
Поскольку выражения (1.17) и (1.18) описывают усредненные по алфавиту спек-
тральные интенсивности, в них устранены символы j  и i , которыми в (1.11), 

(1.13)—(1.15) обозначалось соответствие ( )с , ,x yS jω ω  и ( )ijS yx ,,,ωωΔ  опреде-

ленным изображениям алфавита. 
На рис. 1.9 приведены аппроксимирующие кривые, рассчитанные по формулам 
(1.17) и (1.18). Сопоставление результатов расчета и эксперимента указывает на их 
хорошее совпадение. 
Аппроксимирующие формулы (1.17) и (1.18) также хорошо отражают анизотропию 
спектральных интенсивностей реальных изображений. 

Рисунок 1.10, на котором приведено семейство линий постоянной спектральной 

интенсивности (изолиний) ( )с , constx yS ω ω = , иллюстрирует сказанное. 

Параметры изображений sa  и sa Δ , как будет показано в разд. 1.8, представляют 
собой величины, обратные интервалам автокорреляции, поэтому при изменении 
площади изображений 2

из const.sa s =  

В табл. 1.1 в качестве примера приведены усредненные по алфавиту изображений 
значения 2

изsa s  и 2
изa sΔ , полученные для 3-х алфавитов изображений эксперимен-

тальным путем. 
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Рис. 1.10. Семейство линий постоянной спектральной интенсивности ( )с ...S  

Таблица 1.1. Значения 2
изsa s  и 2

изa sΔ  для 3-х алфавитов изображений 

Тип изображения 2
изsa s  2

изa sΔ  

Тест 1 17,0 42,0 

Тест 2 14,4 20,4 

Тест 3 2,5 14,4 

 

Первый алфавит (тест 1) включал в себя 20 полутоновых изображений портретов, 
второй (тест 2) — 20 полутоновых изображений пейзажей и третий (тест 3) —  
7 двухградационных стилизованных изображений самолетов. 

1.8. Функции автоковариации изображений 
Для описания статистических связей между элементами изображений часто ис-
пользуют функцию автоковариации, которую для j-го изображения определяют 
следующим образом: 

( ) ( ) ( )
0 0

с с с
из

0 0

1
, , , , , ,

x y

R j L x y j L x y j dxdy
s

ξ η = + ξ + η∫ ∫ , (1.19) 
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где ξ и η — смещения реализации j-го изображения ( )с , ,L x y j+ ξ + η  относительно 

реализации этого же изображения ( )с , ,L x y j  по осям x и y соответственно. 

Распространение пределов интегрирования до бесконечности не изменит значения 
интеграла, поскольку за пределами прямоугольника с координатами ( )0, 0 , ( )0 , 0x , 

( )00, y , ( )0 0,x y , в которых заключено изображение, яркость принята равной нулю 

(см. разд. 1.7). 

Приведенное определение функции автоковариации будет тем ближе к строгому 
определению, используемому в математической статистике, чем меньше площадь 
автокорреляции изображения к кξ η , которую мы определим соотношением 

( ) ( )
( ) ( )

2

к к с с

с с
2

1
, ,

4 0,0,

R j L j d d

R j L j

∞ ∞

−∞ −∞

⎧ ⎫⎡ ⎤ξ η = ξ η − ξ η⎨ ⎬⎣ ⎦⎧ ⎫ ⎩ ⎭⎡ ⎤−⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭
∫ ∫ , 

по сравнению с изs  и чем однороднее алфавит изображений. Аналогично опреде-
ляется функция автоковариации разности j-го и i-го изображений при их наилуч-
шем совмещении 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

с с
из

0 0

с с

1
, , , , , , ,

, , , , .

x y

R j i L x y j L x y i
s

L x y j L x y i dxdy

Δ ξ η = ⎡ − ⎤×⎣ ⎦

×⎡ + ξ + η − + ξ + η ⎤⎣ ⎦

∫ ∫  (1.20) 

Отметим ряд важных свойств функции автоковариации. 

 Функция автоковариации обладает свойством четности 

( ) ( ) ( ) ( )с с с с, , , , , , , ,R j R j R j R jξ η = −ξ η = ξ −η = −ξ −η . 

 Функция автоковариации принимает максимальное значение при 0=ξ , 0=η , 

причем это значение согласно формуле (1.19) равно 

( )с с из0,0,R j E s= . (1.21) 

 С ростом ξ  и η  функция автоковариации убывает вследствие ослабления ста-
тистических связей с увеличением расстояния между элементами в изображе-
нии. При этом в пределе для неограниченно больших изображений ( )с , ,R jξ η  

стремится к ( )
2

с , ,L j⎡ ⎤ξ η⎣ ⎦ , а ( ), , ,R j iΔ ξ η  — к нулю. 
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