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ПРЕДИСЛОВИЕ

Понятие независимости случайных величин — одно из важнейших в
теории вероятностей. Можно сказать, что многочисленные глубокие и краси-
вые результаты, установленные для систем независимых случайных величин,
составляют ядро современной теории вероятностей. Однако еще в XIX, а за-
тем в XX веке появились интересные стохастические модели, использующие
зависимые величины. Такие модели возникли в физике, химии, биологии,
экономике, технических науках. В связи с этим, а также вследствие внут-
реннего развития математических идей, началось становление общей теории
случайных процессов и полей.

Известны такие важные классы случайных процессов и полей, как гаус-
совские, марковские, мартингалы, системы с перемешиванием разных видов
и другие. Для каждого из них разработаны свои методы изучения.

В 1960-е годы появился новый класс положительно (а позднее и от-
рицательно) зависимых случайных систем, введенный в основополагающих
работах Харриса, Лемана, Изери, Прошана, Уолкапа, Фортуина, Кастелейна,
Жинибра, Алама, Саксена и Йоаг-Дева. Интерес к этому классу связан с его
широкими приложениями в математической статистике, теории надежности,
теории перколяции, статистической физике. Самое главное понятие здесь —
ассоциированность системы случайных величин, частным случаем которого
оказывается независимость.

Начиная с выдающейся статьи Ньюмена (1980), все последующие годы
продолжается активная работа по доказательству классических предельных
теорем теории вероятностей для ассоциированных систем и их модификаций.
Установлены законы больших чисел (ЗБЧ), центральная предельная теорема
(ЦПТ), законы повторного логарифма (ЗПЛ), принципы инвариантности и
другие предельные закономерности. Удобство работы с положительно и от-
рицательно ассоциированными случайными величинами заключается в про-
стоте условий, при которых доказывается большинство предельных теорем.
Именно, обычно предполагается, что у случайных величин существует абсо-
лютный момент порядка s (как правило, s ∈ (2, 3]), и налагаются ограничения
на поведение ковариационной функции, например, для стационарных полей –
на скорость ее убывания при росте аргументов.

Задача данной книги — послужить введением в эту обширную область
исследований, излагающим основные результаты и методы, накопленные за
весь период исследований вплоть до наших дней. Дается много примеров
разного уровня сложности. Авторы стремились привести детальные дока-
зательства со всеми вспомогательными фактами, по возможности упрощая
рассматриваемые работы. В библиографии содержится 450 ссылок, при этом
список не претендует на полноту. Слово “родственные” в названии книги
имеет смысл “родственные ассоциированным случайным полям”, поскольку
исходное понятие ассоциированности допускает различные обобщения, и
некоторым из них мы уделяем значительное внимание. В каждой главе даются
ссылки для дальнейшего чтения, так как объем книги не позволяет включить
ряд интересных теорем.



6 Предисловие

Полученные результаты применяются в главе 7 при построении
приближенных доверительных интервалов для неизвестного среднего
стационарного поля, а также при анализе ядерных оценок плотностей.
Глава 8 демонстрирует использование развитых методов при изучении
асимптотического поведения преобразованных решений многомерного
уравнения Бюргерса со случайными начальными данными.

В книге имеется приложение, состоящее из шести разделов, где выводится
равенство Хошневисана–Льюиса, которое обобщает классическую формулу
Хёфдинга, даются простейшие сведения по марковским процессам и пуас-
соновским потокам, предназначенные для построения примеров зависимых
случайных полей (и процессов), излагаются вспомогательные факты из тео-
рии графов, доказывается неравенство Морица и приводятся элементы теории
сильного приближения (реконструкции) случайных векторов.

Главы делятся на параграфы и пункты (подпараграфы). В каждом па-
раграфе теоремы, леммы, следствия, определения, примеры и замечания
нумеруются последовательно. Ссылки на выключные формулы имеют вид
(Параграф.Формула), если указанная формула находится в текущей главе,
и (Глава.Параграф.Формула) в других случаях. Так же даются ссылки на
теоремы и леммы. Например, теорема 1.3.2 — это теорема 2 в § 3 главы 1. При
ссылках на приложение вместо номера главы мы пишем букву П, например,
(П.Параграф.Формула). Знак � отмечает конец доказательства.

Книга адресована математикам, ведущим исследования в области совре-
менной теории вероятностей и ее применений. Кроме того, она может быть
полезной профессорско-преподавательскому составу университетов для чте-
ния специальных курсов и проведения специальных семинаров. Ряд разделов
излагался авторами в лекциях, читавшихся ими на механико-математическом
факультете МГУ.

Авторы выражают глубокую признательность своим друзьям и коллегам, с
которыми они обсуждали вопросы теории предельного поведения случайных
процессов и полей, особенно профессорам В.И.Богачëву, А.А.Боровкову,
Р.Брэдли, М.-К.Виано, Ю.А.Давыдову, Ж.Дедекеру, М.Деккингу, П.Дукану,
Ж.Жакоду, В.М.Золотареву, И.А.Ибрагимову, М.Иосифеску, М.Кину, Ф.Ко-
мецу, В.Ю.Королëву, В.С.Королюку, С.Б.Куксину, И.А.Курковой, Н.Н.Лео-
ненко, М.А.Лифшицу, С.Луиши, П.Матуле, П.Младеновичу, И.С.Мол-
чанову, С.А.Молчанову, Я.Ю.Никитину, О.Пенроузу, В.В.Петрову, В.И.Пи-
тербаргу, Ю.В.Прохорову, Дж.Руссасу, Г.Самородницкому, М.Соренсену,
Й.Стоянову, Ш.Сюкэ, К.М.Ханину, А.Ю.Хренникову, М.Чёргё, А.Н.Ши-
ряеву, А.Якубовскому.
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Г л а в а 1

СЛУЧАЙНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ И КОВАРИАЦИОННЫЕ

НЕРАВЕНСТВА

В этой главе рассматриваются основные идеи и результаты, относящиеся
к свойствам положительной и отрицательной зависимостей и их обобщениям.
Также даются разнообразные примеры, иллюстрирующие полезность вводи-
мых понятий. Из результатов следует отметить теорему Питта — критерий
ассоциированности гауссовской системы, и теорему Ли, Рачева и Самород-
ницкого, которая устанавливает необходимые и достаточные условия ассоци-
ированности устойчивого случайного вектора в терминах его спектральной
меры. Среди примеров особое внимание уделяется марковским процессам и
случайным мерам, в частности, решениям стохастических дифференциальных
уравнений, полям дробового шума и кластерным мерам. Так, доказывается
теорема Бёртона–Уэймира–Эванса об ассоциированности безгранично дели-
мой случайной меры, заданной на польском пространстве. Отдельно рассмот-
рены векторнозначные случайные поля и случайные элементы со значениями
в частично упорядоченных пространствах. Подробно изучаются знаменитые
ФКЖ-неравенства Фортуина, Кастелейна и Жинибра, а также общие теоремы
Холли и Престона. Они играют большую роль в теории перколяции и стати-
стической физике, из моделей которой мы коснемся ферромагнетиков Изинга
и систем с локальным взаимодействием. Отрицательная ассоциированность
встречается не только при исследовании таких известных распределений, как
полиномиальное, и распределений, связанных с порядковыми статистиками,
но и в моделях пространственных электрических сетей. В завершение этой
самой крупной главы мы обсуждаем некоторые обобщения введенных поня-
тий, основанные на подходе, развитом в последнее десятилетие. Этот подход
использует описание структуры зависимости случайного поля с помощью
верхних оценок ковариаций определенных “пробных функций”, берущихся от
наборов изучаемых величин.

§ 1. Основные определения и простые примеры

В данном разделе мы вводим основные определения и исследуем простей-
шие свойства зависимых случайных систем, которые будут использоваться
далее. Здесь мы обращаемся к анализу независимых, положительно или от-
рицательно зависимых систем, мартингалов и демимартингалов. Кроме того,
рассмотрен целый ряд несложных примеров.

1◦. Ассоциированность. Положительная и отрицательная ассоцииро-
ванность. Условия зависимости, которые мы будем обсуждать далее, полез-
но сравнить с классическим понятием независимости действительнозначных
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случайных величин X и Y , определенных на вероятностном пространстве
(Ω,F,P). Такие X и Y называются независимыми, если

P(X ∈ B,Y ∈ C) = P(X ∈ B)P(Y ∈ C) (1.1)

для любых борелевских множеств B,C ⊂ R. Напомним, что борелевские
множества в R — это элементы борелевской σ-алгебры B(R); для топологи-
ческого (в частности, метрического) пространства S борелевская σ-алгебра
B(S) определяется как наименьшая σ-алгебра, содержащая все открытые
множества. Отображение f : S → V , где S и V — топологические простран-
ства, называется борелевским, если f−1(B) := {x ∈ S : f(x) ∈ B} ∈ B(S) для
каждого B ∈ B(V ). Стандартное упражнение на использование ступенчатых
функций показывает, что (1.1) равносильно выполнению соотношения

Ef(X)g(Y ) = Ef(X)Eg(Y ) (1.2)

для любых ограниченных борелевских функций f , g : R → R. Как обычно,
символ E обозначает математическое ожидание относительно вероятностной
меры P. Вместо (1.2) можно написать

cov(f(X), g(Y )) = 0,

где ковариация cov(W ,Z) := EWZ − EWEZ для таких действительнознач-
ных случайных величин W и Z, что W ,Z и WZ интегрируемы по мере P.

Как известно, если X и Y независимы и интегрируемы, то cov(X,Y ) =
= 0. Более того, для любых (возможно, неограниченных) борелевских функ-
ций f , g : R → R случайные величины f(X) и g(Y ) тоже независимы и
cov(f(X), g(Y )) = 0, если E|f(X)| < ∞ и E|g(Y )| < ∞. Также легко привести
пример зависимых (не удовлетворяющих (1.1)) случайных величин X и Y ,
для которых cov(X,Y ) = 0. Например, можно взять Y = X2, где P(X = −1)
= P(X = 0) = P(X = 1) = 1/3.

Во всевозможных приложениях возникает необходимость рассматривать
функционал cov(f(X), g(Y )) для определенных классов пробных функций f
и g, предполагая, что его значения принадлежат заданному подмножеству в
R, необязательно состоящему из одной точки 0 (например, [0,+∞)). Можно
использовать и случайные векторы X,Y со значениями соответственно в Rn и
Rm, а также борелевские функции f : Rn → R, g : Rm → R. Эти естественные
идеи можно развить в нескольких направлениях.

После сделанных предварительных замечаний мы введем важные опреде-
ления, которые помогут построить интересные стохастические модели.

Пусть M(n) — класс действительнозначных ограниченных покоординатно
неубывающих борелевских функций на Rn, где n ∈ N. Для конечного мно-
жества U его мощность обозначим |U |, иногда будет использоваться и обо-
значение �U. Рассмотрим семейство X = {Xt, t ∈ T} действительнозначных
случайных величин Xt, заданных на вероятностном пространстве (Ω,F,P).
Для I ⊂ T положим XI = {Xt, t ∈ I}.

Приводимые ниже три определения введены в классических работах
Харриса, Лемана, Изери, Прошана, Уолкапа, Йоаг-Дева, Ньюмена, Алама,
Саксена, Бёртона, Домбровского и Делинга.
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Определение 1.1 ([224]). Семейство X называется ассоциированным
(сокращенно A), если для каждого конечного множества I ⊂ T и любых
функций f , g ∈ M(|I|) выполнено неравенство

cov(f(XI), g(XI)) � 0. (1.3)

Используя в (1.3) запись f(XI), мы имеем в виду, что можно брать
любой вектор

−→
XI со значениями в R|I|, полученный каким-либо упоря-

дочением набора {Xt, t ∈ I}. Если в формулу входят несколько функций
f(XI), g(XI), f1(XI) и т. д., то аргументом каждой из них служит один и
тот же вектор

−→
XI . Ясно, что в случае конечного T достаточно проверять

соотношение (1.3) только для I = T (например, неубывающая функция f =
= f(x1,x3) не убывает и как функция от x1,x2,x3). Удобно также допустить
возможность, когда I = ∅, считая, что в этом случае всегда f(XI) := 0.

Следующее определение вводит более широкий класс случайных величин.
Определение 1.2 ([158, 348]). Семейство X слабо ассоциировано, или

положительно ассоциировано (PA), если для произвольных конечных непе-
ресекающихся множеств I,J ⊂ T и любых функций f ∈ M(|I|), g ∈ M(|J |)
выполняется неравенство

cov(f(XI), g(XJ)) � 0. (1.4)

С данным определением во многом сходно
Определение 1.3 ([99, 275]). Говорят, что семейство X отрицательно

ассоциировано (NA), если для произвольных конечных непересекающихся
множеств I,J ⊂ T и любых функций f ∈ M(|I|), g ∈ M(|J |) выполнено нера-
венство

cov(f(XI), g(XJ)) � 0. (1.5)

Отметим, что при |T | = 1 в последних двух определениях невозможно
разбить T на два непустых подмножества. В соответствии со сделанным выше
замечанием в этом случае X будет PA и NA.

Все эти определения развивают простую идею положительной (отрица-
тельной) коррелированности. Иногда мы будем называть вероятностную меру
на борелевской σ-алгебре B(Rn) ассоциированной (соответственно поло-
жительно, отрицательно ассоциированной), если она есть распределение
случайного вектора, который удовлетворяет соответствующему определению.
Иначе говоря, ассоциированность меры Q ([252]) равносильна тому, что∫

Rn

f(x)g(x)Q(dx) �
∫

Rn

f(x)Q(dx)
∫

Rn

g(x)Q(dx) (1.6)

для всех f , g ∈ M(n). В некоторых ситуациях нам будет удобно называть ас-
социированными (или положительно, отрицательно ассоциированными) слу-
чайные величины Xt, t ∈ T , а не систему {Xt, t ∈ T}. Также в дальнейшем мы
пишем X ∈ A (соответственно X ∈ PA,X ∈ NA), где X = (Xt1 , ... ,Xtn) —
случайный вектор, вместо фразы “Xt1 , ... ,Xtn ассоциированы (соответственно
положительно, отрицательно ассоциированы)”.
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Отметим, что в п. 5◦ будут изучаться функции и от бесконечного числа
случайных величин, а в § 2 — некоторые обобщения ассоциированности
на частично упорядоченные пространства, отличные от Rn. Пусть Law(X)
обозначает распределение случайного элемента или случайной функции X.
Далее будет полезно простое

Замечание 1.4. (а) Если Law{Xt, t ∈ T} = Law{Yt, t ∈ T}, т.е. конечно-
мерные распределения этих систем случайных величин одинаковы, а система
{Xt, t ∈ T} ассоциирована (соответственно является PA, NA), то тем же
свойством обладает и {Yt, t ∈ T}.

(б) Если семейство {Xt, t ∈ T} ∈ A (является PA или NA) и L ⊂ T , то
семейство {Xt, t ∈ L} тоже ассоциировано (соответственно является PA или
NA).

(в) Случайный вектор X ∈ A (PA или NA) тогда и только тогда, когда
любая перестановка его координат обладает тем же свойством.

(г) С помощью теоремы о мажорированной сходимости вместо условия
ограниченности функций f и g в определениях 1.1—1.3 можно потребовать
существования используемых в них ковариаций, т.е. конечности участвующих
в них математических ожиданий.

(д) В определениях 1.1—1.3 можно заменить функции f и g на боре-
левские, ограниченные и покоординатно невозрастающие, поскольку верна
формула cov(−f(X),−g(Y )) = cov(f(X), g(Y )).

2◦. Критерии положительной и отрицательной ассоциированности.
Перед обсуждением свойств введенных систем мы получим достаточные
условия выполнения определений 1.1—1.3. Они позволят проверять условия
ассоциированности (положительной или отрицательной ассоциированности),
используя некоторые подклассы функций из M = ∪∞

n=1M(n).
Как обычно, для множества A ⊂ S индикатор A есть такая функция

IA, что IA(x) = 1 при x ∈ A и IA(x) = 0 иначе. Иногда мы будем писать
I{A}. Бинарной функцией назовем индикатор измеримого множества. Если
IB ∈ M(n), то говорят, что борелевское множество B ⊂ Rn является возрас-
тающим.

Теорема 1.5 ([224, 369]). Случайный вектор X = (X1, ... ,Xn) со значе-
ниями в Rn ассоциирован (соответственно PA, NA), если условие (1.3)
(соответственно (1.4), (1.5)) выполнено для любых f и g, одновременно
принадлежащих M и одному из следующих классов функций:

(а) бинарных;
(б) непрерывных;
(в) имеющих ограниченные частные производные любого порядка.
Доказательство. Мы рассматриваем только ассоциированность и опус-

каем совершенно аналогичные рассуждения для PA и NA. В каждом из
случаев (а)—(в) проверим, что cov(f(X), g(X)) � 0 для любых f , g ∈ M(n).
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(a) Если Y и Z — интегрируемые в квадрате случайные величины, то
формула Хëфдинга1) ([261]) утверждает, что

cov(Y ,Z) =
∫

R2

(P(Y � y, Z � z)− P(Y � y)P(Z � z))dydz.

Поэтому

cov(f(X), g(X)) =
∫

R2

cov(I{f(X) � y}, I{g(X) � z})dydz. (1.7)

Выражение под знаком интеграла неотрицательно, так как при любых y, z ∈ R
функции I{f(x) � y} и I{g(x) � z} бинарны и (покоординатно) не убывают
по x ∈ Rn.

(б) В силу (1.7) достаточно установить, что cov(f1(X), f2(X)) � 0 при fi =
= IBi , i = 1, 2, где B1,B2 — произвольные возрастающие борелевские подмно-
жества в Rn. Сначала предположим дополнительно, что B1 и B2 замкнуты.
Введем для x ∈ Rn, i = 1, 2 и k ∈ N функции

fk
i (x) =

{
0, dist(x,Bi) � k−1,
1− k · dist(x,Bi), иначе.

Здесь dist — расстояние, отвечающее норме | · | в Rn, где |x| = max1�r�n |xr|,
т.е. dist(x,B) := inf{|x − y| : y ∈ B} для x ∈ Rn и B ⊂ Rn. Все функции
fk

i непрерывны. Нетрудно проверить, что из соотношения x � y (x, y ∈ Rn)
следует неравенство dist(x,Bi) � dist(y,Bi), i = 1, 2; как обычно,

x = (x1, ... ,xn) � y = (y1, ... , yn) ⇐⇒ xi � yi, i = 1, ... ,n. (1.8)

Следовательно, все функции fk
i ∈ M(n) и fk

i (x) → fi(x) для x ∈ Rn и i = 1, 2,
когда k → ∞. Итак, cov(f1(X), f2(X)) � 0 по теореме о мажорированной
сходимости.

Пусть Q — это распределение X в Rn, а B1,B2 — произвольные возрас-
тающие борелевские множества из Rn, i = 1, 2. Ввиду регулярности вероят-
ностной меры (см., напр., [8, § 1]) для любого ε > 0 найдутся такие компакты
Ci ⊂ Bi, что Q(Bi \Ci) < ε. Пусть Fi = Ci + Rn

+ = {x + t : x ∈ Ci, t ∈ Rn
+}, i =

= 1, 2. Легко видеть, что Ci ⊂ Fi ⊂ Bi (рис. 1) и каждое из множеств Fi —
возрастающее и замкнутое. Но тогда по уже доказанной части утверждения

cov(IB1(X), IB2(X)) = Q(B1B2) −Q(B1)Q(B2) = Q(F1F2) −Q(F1)Q(F2)
+ Q((B1 \ F1)F2) + Q(F1(B2 \ F2)) + Q((B1 \ F1)(B2 \ F2))−Q(B1 \ F1)Q(F2)

−Q(F1)Q(B2 \ F2) −Q(B1 \ F1)Q(B2 \ F2) � cov(IF1(X), IF2(X)) − 3ε.

В последнем выражении ковариация неотрицательна в силу (a). Поскольку
ε > 0 выбиралось произвольно, утверждение доказано.

(в) В силу (б) и теоремы о мажорированной сходимости нам достаточно
показать, что для каждой непрерывной функции f ∈ M(n) найдется после-

1) См. приложение, § 1.
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Рис. 1.

довательность ограниченных неубывающих функций fk (k ∈ N), имеющих
ограниченные производные всех порядков, такая, что fk(x) → f(x) для всех
x ∈ Rn при k → ∞. Если χk(x) = (k/2π)n/2 exp(−‖x‖2k/2), где k ∈ N, а ‖ · ‖
есть евклидова норма в Rn, то функции

fk(x) := (f ∗ χk)(x) =
∫

Rn

f(x − y)χk(y)dy, x ∈ Rn,

удовлетворяют перечисленным требованиям. Поэтому fk(X(ω)) → f(X(ω))
для всех ω ∈ Ω, когда k → ∞. �

Замечание 1.6. Если функция f : R → R не убывает, то для каждого
c ∈ R множество {x : f(x) � c} представляет собой промежуток (−∞, a) или
(−∞, a], так что f борелевская. Однако при n > 1 уже неверно, что каждая
покоординатно неубывающая функция на Rn будет борелевской. Действи-
тельно, рассмотрим какое-либо неборелевское подмножество B множества
{(x, y) ∈ R2 : x = −y}. Возьмем функцию f : R2 → R, для которой f(x, y) = 0
при x + y < 0, f(x, y) = 1 при (x, y) ∈ B и f(x, y) = 2 в других случаях. Тогда
{(x, y) : f(x, y) � 1} �∈ B(R2).

3◦. Простейшие примеры. Напомним ключевое

Определение 1.7. Действительнозначные случайные величины Xt, t ∈ T ,
называются (взаимно) независимыми, если для любого конечного I ⊂ T и
произвольных Bt ∈ B(R), t ∈ I, справедливо соотношение

P
(⋂

t∈I

{Xt ∈ Bt}
)

=
∏
t∈I

P(Xt ∈ Bt).

Последнее свойство равносильно независимости σ-алгебр σ{Xt}, t ∈ T ,
порожденных рассматриваемыми случайными величинами.



§ 1. Определения и простые примеры 15

Пусть дано измеримое пространство (S,B), т.е. множество S, снабжен-
ное σ-алгеброй B его подмножеств. Случайный элемент Z на вероятностном
пространстве (Ω,F,P) со значениями в S — это отображение Z : Ω → S,
которое F|B-измеримо, т.е. Z−1(B) ∈ F для каждого B ∈ B. В этом случае
пишут Z ∈ F|B.

Напомним, что если h : S → R — некоторая функция и h ∈ B|B(R), то

Eh(Z) =
∫

Ω

h(Z)dP =
∫

S

h(z)PZ(dz), (1.9)

где PZ — распределение Z в (S,B), т.е. PZ(B) := P(Z−1(B)), B ∈ B. Более
точно, оба интеграла в (1.9) (по Ω и по S) существуют одновременно и равны.

В следующей теореме собраны элементарные, но важные примеры возник-
новения (положительной или отрицательной) ассоциированности.

Теорема 1.8 ([224]). Справедливы следующие утверждения. (а) Семей-
ство из одной случайной величины ассоциировано1) .

(б) Семейство, образованное объединением независимых друг от друга
совокупностей ассоциированных (соответственно PA, NA) случайных
величин, ассоциировано (соответственно PA, NA).

(в) Набор независимых случайных величин ассоциирован и отрицатель-
но ассоциирован, т.е. имеет и свойство A, и свойство NA.

(г) Неубывающие функции (многих переменных), взятые от конечных
наборов ассоциированных случайных величин, ассоциированы. Неубываю-
щие функции (многих переменных), взятые от непересекающихся конеч-
ных наборов случайных величин, обладающих свойством PA (NA), сами
обладают свойством PA (NA).

(д) Если (Xk)k∈N — последовательность n-мерных ассоциированных
(соответственно PA, NA) случайных векторов, которая сходится по
распределению к случайному вектору X, то X ассоциирован (соответ-
ственно PA, NA).

Доказательство. (а) Пусть X — произвольная случайная величина, а Y
— ее независимая копия. Тогда для неубывающих ограниченных функций
f , g : R → R имеем

cov(f(X), g(X))=Ef(X)g(X)−Ef(X)g(Y )=
1
2
E(f(X)−f(Y ))(g(X)−g(Y ))�0,

так как под интегралом стоит неотрицательное выражение.
(б) Можно сразу считать, что рассматриваются конечные наборы слу-

чайных величин. Предположим, что X1, ... ,Xm — независимые случайные
векторы, каждый из которых ассоциирован (количества компонент у этих
векторов могут быть различными). Если m = 1, то утверждение верно. Допу-
стим, что оно справедливо для векторов X1, ... ,Xm−1. Пусть r — размерность
Xm и Q обозначает распределение Xm в Rr. Введем X = (X1, ... ,Xm−1).
Для функций f , g ∈ M в силу независимости, теоремы Фубини и (1.9) имеем

1)Свойство (a) известно как одно из неравенств Чебышёва (см, напр., [86, с. 59–60]).
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cov(f(X,Xm), g(X,Xm)) =
∫

Rr

(Ef(X,x)g(X,x) − Ef(X,x)Eg(X,x))Q(dx)

+
∫

Rr

Ef(X,x)Eg(X,x)Q(dx) −
∫

Rr

Ef(X,x)Q(dx)
∫

Rr

Eg(X,x)Q(dx).

Рассмотрим правую часть полученного равенства. Интегрируемое выражение
в первом слагаемом неотрицательно по предположению индукции. Очевидно,
функции Ef(X,x) и Eg(X,x), x ∈ Rr, принадлежат M(r). Так как Xm ∈ A,
то разность второго и третьего выражений неотрицательна. Доказательства в
случаях PA и NA аналогичны приведенному.

(в) Следует из (а) и (б).
(г) Достаточно учесть замкнутость класса M относительно взятия компо-

зиции.
(д) Вытекает из теоремы 1.5(б) и определения сходимости по распределе-

нию. �

Следствие 1.9. Если случайные величины X1, ... ,Xn ассоциированы
(например, независимы), то ассоциированы следующие случайные систе-
мы: a) взвешенные частные суммы c1X1, c1X1 + c2X2, ... , c1X1 + ... + cnXn,
где c1, c2, ... , cn ∈ R+; б) {maxj�i(X1 + ... + Xj), i = 1, ... ,n} или взвешен-
ные частные максимумы с неотрицательными весами; в) порядковые
статистики1) X(1), ... ,X(n).

Доказательство заключается в применении теоремы 1.8(г). �

Следствие 1.10. Пусть ϕk : R → R+ — ограниченные неубывающие
функции, k = 1, ... ,n. Тогда для любых положительно ассоциированных
случайных величин X1, ... ,Xn справедливо неравенство

E
n∏

k=1

ϕk(Xk) �
n∏

k=1

Eϕk(Xk). (1.10)

Если же X1, ... ,Xn отрицательно ассоциированы, то (1.10) выполняется
с противоположным знаком неравенства.

Доказательство состоит в применении теоремы 1.8(г) и индукции. �

Следствие 1.11. Семейство X = {Xt, t ∈ T} состоит из независимых
случайных величин тогда и только тогда, когда одновременно X ∈ PA и
X ∈ NA.

Доказательство. Пусть I = {t1, ... , tn} ⊂ T (n ∈ N). Если компоненты
вектора X = (Xt1 , ... ,Xtn) независимы, то по теореме 1.8(б) имеем X ∈ PA

1)Для каждого ω ∈ Ω упорядочим числа X1(ω), ... ,Xn(ω) так, чтобы получить значения
X(1)(ω) � ... � X(n)(ω).



§ 1. Определения и простые примеры 17

и X ∈ NA. Обратное утверждение немедленно вытекает из предыдущего
следствия и условия независимости в терминах функций распределения

FXt1 ,...,Xtn
(x1, ... ,xn) := P(Xt1 � x1, ... ,Xtn � xn) = E

n∏
k=1

I(−∞,xk](Xtk),

где x1, ... ,xn ∈ R. А именно (см., напр., [94, гл. II, § 2.5]), независимость
Xt1 , ... ,Xtn равносильна тому, что для любых x1, ... ,xn ∈ R

FXt1 ,...,Xtn
(x1, ... ,xn) =

n∏
k=1

FXtk
(xk).

Осталось применить следствие 1.10 и замечание 1.4(д). �
Укажем простое приложение теоремы 1.8. Напомним, что для всякой

функции f : [0, 1] → R ее полином Бернштейна степени n — это функция

(Bnf)(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k/n)xk(1− x)n−k, x ∈ [0, 1].

Здесь, как обычно,
(n
k

)
= n!/(k!(n − k)!), 0! := 1 и 00 := 1.

Пример 1.12 ([402]). Для ограниченных неубывающих f , g : [0, 1] → R
всюду на отрезке [0, 1] выполнено неравенство

Bn(fg) � (Bnf)(Bng). (1.11)

В самом деле, достаточно взять биномиальную случайную величину Sn,x
с параметрами n ∈ N и x ∈ [0, 1]. Тогда

P(Sn,x = k) =
(

n

k

)
xk(1− x)n−k, k = 0, ... ,n.

Следовательно, (Bnf)(x) = Ef(Sn,x/n) при всех n ∈ N и x ∈ [0, 1]. Поэтому
(1.11) вытекает из теоремы 1.8(а).

Разные условия зависимости, введенные выше, допускают элементарное
описание в простейшем случае, когда имеются две случайные величины,
принимающие только два различных значения. Без потери общности мы
ограничимся случаем бинарных случайных величин X и Y , т.е. величин,
принимающих значения 0 и 1 (поскольку можно использовать преобразования
aX + b, cY + d, где a, c > 0 и b, d ∈ R).

Теорема 1.13 ([224]). Ассоциированность (PA, NA, независимость)
бинарных случайных величин X и Y равносильна тому, что cov(X,Y ) � 0
(соответственно cov(X,Y ) � 0, cov(X,Y ) � 0, cov(X,Y ) = 0).

Доказательство. По теореме 1.5(а), достаточно проверить, что выраже-
ние cov(f(X,Y ), g(X,Y )) неотрицательно (соответственно неположительно,
равно нулю) для любых бинарных неубывающих f , g. Но все непостоянные
бинарные неубывающие функции из {0, 1}2 в R — это функции x, y,xy,x+
+y−xy. Проверка всех возможных пар приводит к утверждению теоремы. �
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Теорема 1.13 не может быть обобщена на случайные векторы более
высокой размерности, даже с бинарными компонентами, как показывает сле-
дующий

Пример 1.14. Пусть X = (X1,X2,X3) — трехмерный случайный вектор,
компоненты которого являются бинарными случайными величинами. Возьмем
f(X1,X2) = X+

1 X+
2 и g(X3) = X3, где x+ := max{x, 0}, x ∈ R. Пусть

pijk := P(X1 = i,X2 = j,X3 = k).

Тогда при p100 = p010 = p001 = 1/12 и p110 = p101 = p011 = 1/4 компоненты X
положительно коррелированы, но cov(f(X1,X2), g(X3)) < 0. Следовательно,
X �∈ PA. С другой стороны, при p100 = p010 = p001 = 3/10, p111 = 1/10 полу-
чаем вектор с отрицательно коррелированными компонентами, для которого
cov(f(X1,X2), g(X3)) > 0, а значит, X �∈ NA.

Итак, для семейства случайных величин {Xt, t ∈ T} положительная или
отрицательная ассоциированность — вообще говоря, более сильные условия,
чем соответственно требования cov(Xs,Xt) � 0 или cov(Xs,Xt) � 0 при всех
s, t ∈ T , s �= t. Для еще одной иллюстрации этого обстоятельства рассмотрим

Пример 1.15. Пусть X,Y — такие случайные величины, что

P(X = −1,Y = 1) = P(X = −1,Y = −1) = 1/4, P(X = 1,Y = 0) = 1/2.

Тогда X и Y зависимы, но cov(X,Y ) = 0. Для любых f , g : R → R имеем

cov(f(X), g(Y )) = f(−1)g(−1)/4 + f(1)g(0)/2 + f(−1)g(1)/4
− (f(1) + f(−1))(g(−1) + 2g(0) + g(1))/8.

Пусть f(−1) = 0, f(1) = 1, g(−1) = g(0) = 0, g(1) = 1. Ясно, что такие f и g
можно выбрать в M(1). Тогда cov(f(X), g(Y )) = −1/8. Если теперь f(−1) =
= 0, f(1) = 1, g(−1) = 0, g(0) = 1, g(1) = 1, то cov(f(X), g(Y )) = 1/8. Итак,
вектор (X,Y ) не является ни PA, ни NA.

Положительная ассоциированность очень близка ассоциированности, но
они не эквивалентны, как видно из следующего примера Изери, Прошана и
Уолкапа.

Пример 1.16 ([224]). Пусть (X,Y ) — такой случайный вектор, что для
i, j = 0, 1, 2 имеем P(X = i,Y = j) = pij , где pij заданы матрицей(

p00 p01 p02
p10 p11 p12
p20 p21 p22

)
=

(
15/64 0 1/8
0 9/32 0
1/8 0 15/64

)
.

Тогда (X,Y ) ∈ PA. Действительно, по теореме 1.5(a), для этого достаточно,
чтобы cov(I{X � x}, I{Y � y}) � 0 при всех x, y ∈ R. Последнее неравенство
можно проверять лишь для x, y ∈ {1, 2}, что делается элементарно. Теперь
возьмем f(x, y) = I{x ∨ y > 1} и g(x, y) = I{x ∧ y > 0}, где (x, y) ∈ R2.
Здесь и далее ∨, ∧ — соответственно знаки максимума и минимума. Оче-
видно, f , g ∈ M(2). Легко видеть, что Ef(X,Y ) = 31/64, Eg(X,Y ) = 33/64 и
Ef(X,Y )g(X,Y ) = 15/64, а потому cov(f(X,Y ), g(X,Y )) < 0. Итак, X и Y
не являются ассоциированными величинами.
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4◦. Демимартингалы. Определения 1.1—1.3 можно видоизменять, нала-
гая дополнительные ограничения на множества I и J или на функции f и g.

Определение 1.17 ([350]). Интегрируемые случайные величины (Sn)n∈T ,
где либо T = N, либо T = {1, ... ,N} ⊂ N, образуют демимартингал, если
для любого n ∈ T , для которого n + 1 ∈ T , и всех f ∈ M(n) справедливо
неравенство

E ((Sn+1 − Sn)f(S1, ... ,Sn)) � 0. (1.12)

Они образуют демисубмартингал, если то же верно при дополнительном
условии, что f неотрицательна.

Например, если случайные величины X1, ... ,Xn, ... обладают свойством
PA и центрированы, то частные суммы Sn =

∑n
i=1 Xi,n ∈ N, дают демимар-

тингал. Напомним, что последовательность (Sn)n∈N является мартингалом
(относительно естественной фильтрации Fn = σ{S1, ... ,Sn}; здесь, как все-
гда, σ{Zt, t ∈ T} — наименьшая σ-алгебра, относительно которой измеримы
все величины Zt, t ∈ T ), если E|Sn| < ∞ и E(Sn+1|Fn) = Sn P-п.н. для любого
n, “п.н.” означает “почти наверное”. Несложное упражнение показывает,
что для интегрируемых Sn последнее равенство равносильно тому, что для
каждой ограниченной борелевской функции f математическое ожидание в
(1.12) равно нулю. Итак, мартингал есть демимартингал. Обратное неверно:

Пример 1.18. Пусть случайные величины X и Y те же, что в примере
1.15. Тогда случайные величины (S1,S2), где S1 = Y и S2 = X, образуют
демимартингал, так как для каждой f ∈ M(1) имеем

E(X − Y )f(Y ) = (f(0) − f(−1))/2 � 0.

В то же время (S1,S2) — не мартингал, поскольку

E(X|Y = 1) =
EXI{Y = 1}

P(Y = 1)
= −1 �= 1.

Заметим, что такой пример нельзя построить, располагая только бинарны-
ми случайными величинами X и Y . В самом деле, если pij = P(X = i,X = j),
i, j ∈ {0, 1}, то (X,Y ) — мартингал тогда и только тогда, когда p01 = p10 = 0.
Однако последнее условие равносильно и демимартингальности (X,Y ).

Покажем, что ассоциированность и демимартингальность — разные (хотя
и сходные) свойства.

Пример 1.19. По теореме 1.13 для бинарных векторов из того, что
p01 = p10 = 0, следует, что (X,Y ) ∈ A, так как в этом случае cov(X,Y ) =
= p11(1 − p11) � 0. Пусть p11 = p00 = p ∈ (1/4, 1/2) и p01 = p10 = 1/2 − p,
тогда cov(X,Y ) = p − 1/4 > 0. Следовательно, X и Y ассоциированы, но не
образуют демимартингала, поскольку p01 = p10 > 0. Легко построить и неас-
социированный демимартингал. Пусть значения случайных величин X и Y
принадлежат соответственно множествам {−1, 1} и {−a, 0, a} для некоторого
a > 0. Предположим также, что

P(X = 1,Y = −a) = P(X = −1,Y = a) = p,

P(X = 1,Y = 0) = P(X = −1,Y = 0) = 1/2− p, 0 < p < 1/2.
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Возьмем S1 = X, S2 = X + Y , тогда при f ∈ M(1) имеем

EY f(X) = ap(f(1) − f(−1)) � 0.

Таким образом, (S1,S2) есть демимартингал. Однако если a > 1/(2p), то1)
cov(S1,S2) = DX + EXY = 1− 2ap < 0, поэтому (S1,S2) �∈ A.

В следующей главе будут приведены некоторые примеры того, как эле-
менты мартингальной техники можно применять к демимартингалам. Там мы
получим аналог классического неравенства Дуба.

5◦. Функции бесконечного числа случайных величин. Перейдем к
ситуации, когда изучается ассоциированность функций от бесконечного числа
независимых случайных величин. Это потребуется, когда среди примеров
ассоциированных систем будет обсуждаться модель перколяции. Для x =
= (xk)k∈N ∈ R∞ и y = (yk)k∈N ∈ R∞ полагаем x � y тогда и только тогда,
когда xk � yk при всех k ∈ N. Рассмотрим в R∞ цилиндрическую σ-алгебру,
т.е. наименьшую σ-алгебру подмножеств R∞, которая содержит все множе-
ства вида {xi1 � a1, ... ,xik � ak}, где (a1, ... , ak) ∈ Rk, {i1, ... , ik} ⊂ N, k ∈ N.
Нетрудно показать, что в R∞ цилиндрическая σ-алгебра совпадает с борелев-
ской B(R∞), если наделить R∞ топологией покоординатной сходимости.

Определение 1.20. Функция f : R∞ → R называется возрастающей2) ,
если из соотношения x � y (x, y ∈ R∞) следует неравенство f(x) � f(y).
Множество B ∈ B(R∞) называется возрастающим, если функция IB —
возрастающая.

Теорема 1.21. Пусть X = {Xt, t ∈ T} — семейство независимых слу-
чайных величин, а множество T счетно. Предположим, что функции
f1, ... , fm : R∞ → R возрастают и B(R∞)-измеримы. Тогда3) случайный
вектор (f1(X), ... , fm(X)) ∈ A.

Доказательство. Пусть T = {t1, t2, ...} — некоторая нумерация элементов
T. Для произвольных функций F ,G ∈ M(m) положим

Y = F (f1(X), ... , fm(X)), Z = G(f1(X), ... , fm(X)).

Докажем, что cov(Y ,Z) � 0. Обозначим Yn = E(Y |Xt1 , ... ,Xtn), n ∈ N.
Из теоремы Леви о сходимости мартингалов (см., напр., [94, гл. VII, §
4.3]) следует, что Yn → E(Y |Xt1 ,Xt2 , ...) п.н. и в L1(Ω,F,P), когда n →
→ ∞. Но ясно, что E(Y |Xt1 ,Xt2 , ...) = Y п.н. Такое же рассуждение верно
для Zn = E(Z|Xt1 , ... ,Xtn). Итак, EYn → EY , EZn → EZ, EYnZn → EY Z (по-
следнее соотношение справедливо из-за ограниченности случайных величин
Y ,Z,Yn,Zn, n ∈ N). Следовательно,

cov(Yn,Zn) → cov(Y ,Z) при n →∞.

Итак, нам достаточно проверить, что cov(Yn,Zn) � 0 при любом n ∈ N.
Воспользуемся простым утверждением (см., напр., [26, гл. 1]).

1)DX обозначает дисперсию величины X (используется также запись VarX).
2)Для f ∈ M(n) обычно говорят о покоординатном неубывании, а не о возрастании.
3)Используются соглашения, данные после определений 1.1 и 1.3.
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Лемма 1.22. Пусть (V ,A) и (S,B) — некоторые измеримые простран-
ства, а независимые случайные элементы ξ и η, заданные на вероятност-
ном пространстве (Ω,F,P), принимают значения соответственно в V и
S. Тогда если функция H : V × S → R ограничена и (A⊗B)|B(R)-измерима,
то для любого v ∈ V справедливо равенство

E(H(ξ, η)|ξ = v) = EH(v, η) п.н. (1.13)

Вернемся к доказательству теоремы. Для сокращения записи поло-
жим vn = (x1, ... ,xn) ∈ Rn, hn(vn) = E(Y |Xt1 = x1, ... ,Xtn = xn) и Wn =
= (Xtn+1 ,Xtn+2 , ...), где n ∈ N. Тогда из независимости случайных величин
Xtk (k ∈ N) и равенства (1.13) следует, что

hn(vn) = EF (f1(vn,Wn), ... , fm(vn,Wn)). (1.14)

Функция hn, возникшая в (1.14), ограничена и покоординатно не убывает.
Итак, Yn = hn(Xt1 , ... ,Xtn). Аналогично Zn = gn(Xt1 , ... ,Xtn), где gn ∈ M(n).
По теореме 1.8(г) величины Yn и Zn ассоциированы. Поскольку их ковариа-
ция определена, то cov(Yn,Zn) � 0, n ∈ N. �

6◦. Условные распределения и перестановки. Много примеров, в кото-
рых возникает отрицательная ассоциированность, содержится в следующих
двух теоремах. Они основаны на том наблюдении, что отрицательная ассоци-
ированность появляется в задачах типа бесповторной выборки. Иначе говоря,
отрицательная зависимость означает, что случайные величины “мешают”
друг другу расти (увеличение одних приводит к убыванию других).

Теорема 1.23 ([275]). Пусть X1, ... ,Xn — независимые случайные вели-
чины, причем для произвольного I ⊂ {1, ... ,n} и любой f ∈ M(|I|) функция

E

(
f(Xi, i ∈ I)

∣∣∣∑
i∈I

Xi = t

)
(1.15)

не убывает по t. Тогда условное распределение (X1, ... ,Xn) при фиксиро-
ванном значении

∑n
i=1 Xi с вероятностью единица обладает свойством

NA. Более точно, существует версия регулярного1) условного распреде-
ления Q(·,ω) вектора (X1, ... ,Xn) при фиксированном значении

∑n
i=1 Xi,

которая является NA для почти всех ω.
Доказательство. Возьмем непустые непересекающиеся I,J ⊂ {1, ... ,n}

так, чтобы I ∪ J = {1, ... ,n}, и функции f ∈ M(|I|), g ∈ M(|J |). Определим
S1 =

∑
i∈I Xi, S2 =

∑
j∈J Xj , S = S1 + S2. По телескопическому свойству

условного математического ожидания2) ,

cov(f(XI), g(XJ)|S) = E(cov(f(XI), g(XJ)|S1,S2)|S)
+ cov(E(f(XI)|S1,S2),E(g(XJ)|S1,S2)|S), (1.16)

1) См., напр., [94, гл. II, §7.7].
2) Если E|ξ| < ∞ и σ-алгебры A ⊂ B ⊂ F, то E(E(ξ|B)|A) = E(ξ|A); здесь E(ξ|η1, ... , ηn)

— то же, что E(ξ|σ{η1, ... , ηn}), где ξ, η1, ... , ηn — случайные величины на (Ω,F,P).
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где использована стандартная запись условной ковариации

cov(W ,Y |Z) := E(WY |Z)− E(W |Z)E(Y |Z) (1.17)

для интегрируемых WY , W и Y. Нам потребуется простая

Лемма 1.24. Пусть ξ1 и ξ2 — независимые случайные векторы, при-
нимающие значения в пространствах Rk1 и Rk2 соответственно. Тогда
для произвольных ограниченных борелевских функций Fi : Rki → R и любых
борелевских функций hi : Rki → Rmi (mi, ki ∈ N, i = 1, 2) верно равенство

E(F1(ξ1)F2(ξ2)|h1(ξ1),h2(ξ2)) = E(F1(ξ1)|h1(ξ1))E(F2(ξ2)|h2(ξ2)). (1.18)

В частности,

E(Fi(ξi)|h1(ξ1),h2(ξ2)) = E(Fi(ξi)|hi(ξi)), i = 1, 2. (1.19)

Доказательство. Рассмотрим σ-алгебру A = σ{h1(ξ1),h2(ξ2)}. Случайная
величина в правой части (1.18) A-измерима. Пусть событие A ∈ A имеет вид
A = A1A2, где Ai = {hi(ξi) ∈ Bi}, Bi ∈ B(Rmi), i = 1, 2. Тогда легко проверить,
что

EF1(ξ1)F2(ξ2)IA = E (E(F1(ξ1)|h1(ξ1))E(F2(ξ2)|h2(ξ2))IA) , (1.20)

поскольку

EIAE(F1(ξ1)|h1(ξ1))E(F2(ξ2)|h2(ξ2)) = EE (F1(ξ1)IA1 |h1(ξ1)) E (F2(ξ2)IA2 |h2(ξ2))
= EF1(ξ1)IA1EF2(ξ2)IA2 = EF1(ξ1)IA1F2(ξ2)IA2 = EF1(ξ1)F2(ξ2)IA.

Здесь мы воспользовались следующими известными свойствами условных ма-
тематических ожиданий. Пусть случайная величина ζ измерима относительно
σ-алгебры G ⊂ F, тогда

E(ζν|G) = ζE(ν|G), если E|ζν| < ∞ и E|ν| < ∞.

Для интегрируемой случайной величины ξ и случайного вектора η со зна-
чениями в Rm справедливо представление E(ξ|η) = Φ(η), где Φ : Rm → R —
некоторая борелевская функция, вид которой зависит от ξ (см., напр., [94,
гл. II, § 7.7]). Из данных свойств следует, что E(Fi(ξi)IAi |hi(ξi)) = Φi(hi(ξi))
для некоторых борелевских функций Φi (i = 1, 2). Значит, случайные вели-
чины Φ1(h1(ξ1)) и Φ2(h2(ξ2)) независимы в силу независимости ξ1 и ξ2.

Очевидно, соотношение (1.20) выполняется на алгебре H конечных объ-
единений событий вида A = A1A2. Алгебра H порождает A, что позволяет
установить (1.20) для всех A∈A, поскольку для любых ε > 0 и A∈A найдется
такое Aε ∈ H, что P(A�Aε)<ε (здесь A�Aε := (A\Aε)∪(Aε\A)). �

Продолжим доказательство теоремы. Первое слагаемое в правой части
(1.16) равно нулю, так как по лемме 1.24

E(f(XI)g(XJ)|S1,S2) = E(f(XI)|S1,S2)E(g(XJ)|S1,S2).

Из (1.19) видно, что случайные величины E(f(XI)|S1,S2) и
E(g(XJ)|S1,S2) являются борелевскими функциями соответственно от S1
и S2. Эти функции ограничены, обозначим их ϕ1 и ϕ2. Согласно (1.15)
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ϕ1 и ϕ2 не убывают. Второе слагаемое в (1.16) можно записать как
cov(ϕ1(S1),ϕ2(S2)|S).

Пусть μz(·) — регулярное условное распределение случайного вектора
(S1,S2) при S = z (z ∈ R). Так как S1 + S2 = S, то эта мера сосредоточена на
прямой x + y = z. Имеем

E(ϕ1(S1)ϕ2(S2)|S = z) =
∫

R2

ϕ1(x)ϕ2(y)dμz(x, y)

=
∫

{x+y=z}
ϕ1(x)ϕ2(z − x)dμz(x, y) =

∫

R

ϕ1(x)ϕ2(z − x)dνz(x),

где мера νz — проекция μz на ось, отвечающую переменной x. Выражение
ϕ2(z − x) не возрастает по x, а следовательно, по теореме 1.8(а) последний
интеграл не превосходит числа

∫

R

ϕ1(x)dνz(x)
∫

R

ϕ2(z − x)dνz(x) = E(f(S1)|S = z)E(g(S2)|S = z).

Значит, условная ковариация в правой части (1.16) неположительна. �
В качестве иллюстрации выполнения условий установленной теоремы

приведем один результат без доказательства. Здесь и далее log x обозначает
натуральный логарифм числа x > 0.

Теорема 1.25 ([221]). Пусть X1, ... ,Xn — независимые случайные ве-
личины, причем Xi обладает положительной плотностью pi(x) и функция
log pi(x) вогнута, i = 1, ... ,n. Тогда функция (1.15) не убывает по t.

Следуя Йоаг-Деву и Прошану [275], будем говорить, что случайный век-
тор X = (X1, ... ,Xn) имеет распределение перестановки, если его распреде-
ление есть равномерная мера на множестве перестановок действительных чи-
сел a1, ... , an (a1 � ... � an; возможно, что некоторые из них совпадают), т.е.
каждая перестановка реализуется с вероятностью 1/n!. Это частный случай
ситуации, когда случайный вектор Y = (Y1, ... ,Yn) имеет перестановочное
распределение. Последнее означает, что для любой перестановки (i1, ... , in)
чисел 1, ... ,n случайный вектор (Yi1 , ... ,Yin) распределен так же, как Y.

Теорема 1.26 ([275]). Распределение перестановки является NA.
Доказательство. Воспользуемся индукцией по n. Случай n = 1 тривиа-

лен. Пусть утверждение справедливо для (n− 1)-мерных случайных векторов.
Разобьем {1, ... ,n} на два непустых непересекающихся множества I, J так,
чтобы 1 ∈ I, и возьмем произвольные функции f ∈ M(|I|), g ∈ M(|J |). Заме-
тим, что можно вместо f и g подобрать такие симметрические неубывающие
функции f1 и g1, что

Ef(XI) = Ef1(XI), Eg(XJ) = Eg1(XJ), Ef(XI)g(XJ) = Ef1(XI)g1(XJ).
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Это легко сделать: пусть I = {i1, ... , ik} и aI = (ai1 , ... , aik), тогда положим

f1(aI) :=
1
k!

∑
τ∈Pk

f(τ(aI)),

где Pk есть множество всех перестановок (обозначаемых τ) координат вектора
aI . Вводя аналогично g1, видим, что f1 и g1 обладают нужными свойствами.
Например, равенство Ef(XI) = Ef1(XI) следует из того, что Ef(τ(XI)) =
= Ef(XI) для любого подмножества I ⊂ {1, ... ,n} и каждой перестановки
τ ∈ Pk. Точнее, если τ(XI) = (Xj1 , ... ,Xjk), то

Ef(τ(XI)) =
∑

f(ar1 , ... , ark)P(Xj1 = ar1 , ... ,Xjk = ark)

=
(n − k)!

n!

∑
f(ar1 , ... , ark) = Ef(XI),

где суммы берутся по всем ar1 , ... , ark ∈ {a1, ... , an} таким, что rp �= rq для
любой пары различных p, q ∈ {1, ... , k}.

Из (1.17) легко вывести известную формулу с условной ковариацией

cov(f1(XI), g1(XJ))
= Ecov(f1(XI), g1(XJ)|X1) + cov(E(f1(XI)|X1),E(g1(XJ)|X1)). (1.21)

Заметим, что P(X1 = t) = 1/n для любого t ∈ {a1, ... , an}. Если |I| = 1,
то E(f(XI)|X1 = t) = f(t). Если же I = {1, i2, ... , ik}, k > 1, то

E(f1(XI)|X1 = t) =
Ef1(XI)I{X1 = t}

P(X1 = t)

= n
∑ ′f1(t, ai2 , ... , aik)P(X1 = t,Xi2 = ai2 , ... ,Xik = aik)

= n
(n − k)!

n!

∑ ′f1(t, ar2 , ... , ark),

где сумма
∑ ′ берется по всем таким наборам (ar2 , ... , ark), для которых

arp ∈ At := {a1, ... , an} \ {t} и rp �= rq для p, q ∈ {2, ... , k}, p �= q. В силу
симметричности f1 функция E(f1(XI)|X1 = t) не убывает по t ∈ {a1, ... , an}.

Аналогично для каждого множества J = {j1, ... , jm}, m � 1, верно равен-
ство

E(g1(XJ)|X1 = t) = n
(n−m − 1)!

n!

∑ ′′g1(as1 , ... , asm),

где сумма
∑ ′′ берется по всем таким наборам (as1 , ... , asm), что asu ∈ At

и su �= sv для u, v ∈ {1, ... ,m}, u �= v. Следовательно, E(g1(XJ)|X1 = t) не
возрастает по t ∈ {a1, ... , an} в силу симметричности g1. По теореме 1.8(a)
второе слагаемое в правой части (1.21) неположительно.

Далее, для каждого t ∈ {a1, ... , an} и любой функции h : Rn → R мы по
тем же причинам имеем

E(h(X)|X1 = t) =
1

(n − 1)!

∑ ′′′h(t, aj2 , ... , ajn) = Eh(t,Y t), (1.22)
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где сумма
∑ ′′′ — по всем перестановкам (aj2 , ... , ajn) элементов множества

At, а случайный вектор Y t имеет (n− 1)-мерное распределение перестановки
на At. Итак, по предположению индукции и ввиду (1.22)

E(f1(XI)g1(XJ)|X1 = t) = E(f1(t,Y t
I\{1})g1(Y

t
J ))

� E(f1(t,Y t
I\{1})Eg1(Y t

J )) = E(f1(XI)|X1 = t)Eg1(XJ |X1 = t).

Таким образом, условная ковариация в первом слагаемом (1.21) с вероятно-
стью единица неположительна. �

Обобщения двух последних теорем рассматривались в [264].
Теорема 1.27 ([275]). Следующие многомерные распределения облада-

ют свойством NA: a) мультиномиальное, б) распределение случайной
выборки без возвращения, в) многомерное гипергеометрическое.

Доказательство. а) Предположим, что вектор X = (X1, ... ,Xn) распре-
делен мультиномиально с параметрами m ∈ N и p = (p1, ... , pn) ∈ Rn. Здесь
pi � 0, i = 1, ... ,n и

∑n
i=1 pi = 1. Это означает, что Xi равно числу исходов

“i”, наступивших в m независимых испытаниях, в каждом из которых веро-
ятность i-го исхода равна pi. Можно считать, что pi > 0 при i = 1, ... ,n, так
как в противном случае всегда Xi = 0.

Итак, X =
∑m

i=1 ξ(i), где случайные векторы ξ, ξ(1), ... , ξ(m) независимы,
одинаково распределены и отображают Ω в Rn. Вектор ξ = (ξ1, ... , ξn) прини-
мает с вероятностью pj значение (δ1j , ... , δnj), где δrj — символ Кронекера.

По теореме 1.8(г) достаточно проверить, что ξ ∈ NA. Для этого рассмот-
рим в {1, ... ,n} подмножества I = {i1, ... , ik} и J = {j1, ... , js}, где I ∩ J =
= ∅, и покажем, что для любых f ∈ M(k) и g ∈ M(s) выполнено неравенство
cov(f(ξI), g(ξJ)) � 0. Положим

Q1 = f(1, 0, ... , 0)pi1 + ... + f(0, ... , 0, 1)pik ,
Q2 = g(1, 0, ... , 0)pj1 + ... + g(0, ... , 0, 1)pjs ,

f(0) =f(0, ... , 0), g(0) = g(0, ... , 0), pI =
∑
i∈I

pi, pJ =
∑
j∈J

pj .

Тогда cov(f(ξI), g(ξJ)) равна

f(0)Q2+g(0)Q1+f(0)g(0)(1−pI−pJ)−(Q1+f(0)(1−pI))(Q2+g(0)(1−pJ))
=−Q1Q2+f(0)Q2pI +g(0)Q1pJ−f(0)g(0)pIpJ

=−(Q1−f(0)pI)(Q2−g(0)pJ)�0,

так как Q1 � f(0)pI и Q2 � g(0)pJ в силу монотонности f и g.
б) Рассмотрим урну, в которой лежат n различных шаров, отмеченных

номерами a1, ... , an. Возьмем без возвращения m шаров; пусть X1, ... ,Xm —
их номера. Тогда если m = n, то вектор (X1, ... ,Xn) имеет распределение
перестановки и по теореме 1.26 обладает свойством NA. Если же m < n, то
(X1, ... ,Xm) ∈ NA по той же теореме и замечанию 1.4(б).

в) Пусть теперь в урне N шаров k разных цветов. Положим N0 = 0,
а Ni — равным числу шаров i-го цвета, i = 1, ... , k, N1 + ... + Nk = N.
Можно перенумеровать шары так, чтобы те из них, цвет которых i-й, имели
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номера
∑i−1

j=1 Nj + 1, ... ,
∑i

j=1 Nj . Теперь выберем без возвращения m шаров.
Пусть случайная величина Yj — это индикатор того, что j-й шар находится
в числе извлеченных, j = 1, ... ,N. Вектор (Y1, ... ,YN ) имеет распределение
перестановки и поэтому обладает свойством NA по теореме 1.26. Значит,
(Y1, ... ,Ym) ∈ NA при m � N. Введем случайные величины

Xi =
∑

t:N1+...+Ni−1<t�N1+...+Ni

Yt, i = 1, ... , k.

Тогда Xi есть число извлеченных шаров i-го цвета, т.е. X = (X1, ... ,Xk)
имеет многомерное гипергеометрическое распределение. Теперь X ∈ NA по
теореме 1.8(г), так как суммы в определении X берутся по непересекающимся
множествам индексов. �

7◦. Теорема Кимбелла. Подбор элементарных примеров закончим од-
ним статистическим приложением. Пусть {Xij , i = 1, ... , r, j = 1, ... , s} —
независимые наблюдения, причем гауссовские величины Xij ∼ N(mij ,σ2) с
некоторым σ > 0. В дисперсионном анализе i и j имеют смысл уровней
проявления факторов A и B (описание модели см. в [57, гл. 6]). Введем

X =
1
rs

r∑
i=1

s∑
j=1

Xij , Xi· =
1
s

s∑
j=1

Xij , X·j =
1
r

r∑
i=1

Xij ,

m =
1
rs

r∑
i=1

s∑
j=1

mij , mi· =
1
s

s∑
j=1

mij , m·j =
1
r

r∑
i=1

mij ,

где i = 1, ... , r, j = 1, ... , s. Рассмотрим статистические гипотезы
HA = {m1· = ... = mr·}, HB = {m·1 = ... = m·s}.

Для их проверки строятся квадратичные формы

q1 = s
r∑

i=1

(Xi· −X)2, q2 = r
s∑

j=1

(X·j −X)2, q3 =
r∑

i=1

s∑
j=1

(Xij −Xi·)(Xij −X·j).

В предположении истинности гипотез HA и HB квадратичные формы q1, q2, q3
независимы и имеют распределения χ2 с числами степеней свободы соответ-
ственно r − 1, s− 1,m = (r − 1)(s− 1) ([57]). Статистики критериев проверки
— дроби Фишера

FA =
(s − 1)q1

q3
, FB =

(r − 1)q2
q3

,

где FA := 0 и FB := 0 в случае (нулевой вероятности), если q3 = 0. С помощью
понятия ассоцированности легко доказать теорему Кимбелла.

Теорема 1.28 ([224, 289]). Вероятность того, что при одновременной
проверке гипотез HA и HB не произойдет ошибки первого рода, не мень-
ше произведения аналогичных вероятностей, отвечающих независимым
проверкам HA и HB.

Доказательство. Случайные величины q1, q2, q
−1
3 независимы, а величины

FA и FB — неубывающие функции от них. По теореме 1.8(в) и (г), они ассо-
циированы, поэтому для каждого положительного a выполняется неравенство
P(FA � a,FB � a) � P(FA � a)P(FB � a). �
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§ 2. Классы ассоциированных и родственных систем

В этом разделе дается ряд важных примеров, показывающих, как свой-
ство ассоциированности (возможно, PA или NA) удается установить прямой
проверкой соответствующего определения. Требуемые неравенства для кова-
риаций мы установим с помощью разных методов, определяемых специфиче-
скими особенностями изучаемого случайного процесса или поля. В § 4 будет
рассмотрен более сложный способ получения достаточных условий ассоции-
рованности (или NA), который может применяться без явного вычисления
конечномерных распределений случайной функции.

1◦. Гауссовские системы. Как хорошо известно, семейство действитель-
нозначных случайных величин X = {Xt, t ∈ T} называется нормальной (или
гауссовской) системой, если все ее конечномерные распределения гауссов-
ские (см., напр., [94, гл. II, § 13.6]). Гауссовская система X состоит из
независимых случайных величин тогда и только тогда, когда cov(Xt,Xs) =
= 0 для всех s, t ∈ T , s �= t (см., напр., [94, гл. II, § 13.4]). Мы приведем
красивые обобщения этого утверждения, принадлежащие Питту [369], Йоаг-
Деву и Прошану [275]. Они дают простые ответы на вопросы, когда гауссов-
ская система X принадлежит A или NA. Доказательства этих результатов
существенно сложнее, чем упомянутого свойства независимости.

Теорема 2.1 ([369]). Гауссовский вектор X = (X1, ... ,Xn) ∈ A тогда и
только тогда, когда его компоненты неотрицательно коррелированы.

Доказательство. Необходимость. Если X ∈ A, то cov(Xi,Xj) � 0, i, j =
= 1, ... ,n, поскольку f(x) = x есть неубывающая функция на R и рассматри-
ваемые ковариации существуют.

Достаточность. Сначала заметим, что если случайный вектор X ассоции-
рован и a ∈ Rn, то вектор X + a ассоциирован (по теореме 1.8(г)). Поэтому
можно сразу считать, что EX = 0. Пусть Σ = (σij) — ковариационная матрица
X. Сначала мы рассмотрим случай, когда detΣ > 0. Тогда вектор X имеет
плотность

φ(x) = (2π)−n/2(det Σ)−1/2e−(Σ−1x,x)/2,

где (·, ·) есть скалярное произведение в Rn. Теорема 1.5(в) позволяет до-
казывать только то, что для любой пары функций f , g ∈ C1

b (Rn) ∩ M(n)
справедливо неравенство cov(f(X), g(X)) � 0. Возьмем гауссовский вектор
Z ∼ N(0,Σ), не зависящий от X, и введем Y (λ) = λX + (1 − λ2)1/2Z для
λ ∈ [0, 1]. Очевидно, Y (λ) ∼ N(0,Σ) и cov(Xi,Yj(λ)) = λσij , i, j = 1, ... ,n.
Рассмотрим функцию

F (λ) = Ef(X)g(Y (λ)), λ ∈ [0, 1].
Легко доказать (пользуясь теоремой о мажорированной сходимости), что F
непрерывна на отрезке [0, 1] и F (1) − F (0) = cov(f(X), g(X)). Поэтому нам
достаточно убедиться в наличии производной F ′(λ) � 0 при λ ∈ (0, 1). Для
таких λ можно рассмотреть условную плотность1)

1) См., напр., [94, гл. II, § 7.6].
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pY (λ)|X=x(y) =
pY (λ),X(y,x)

pX(x)
=

∂n

∂y1 ... ∂yn
P(Y1(λ) � y1, ... ,Yn(λ) � yn|X = x),

где pY (λ),X и pX — это соответственно плотности случайных векторов
(Y (λ),X) и X. По лемме 1.22 имеем

p(λ,x, y) := pY (λ)|X=x(y) =
∂n

∂y1 ... ∂yn
P

(
Z1 � y1 − λx1√

1− λ2
, ... ,Zn � yn − λxn√

1− λ2

)
= (1− λ2)−n/2φ((1− λ2)−1/2(λx − y)), x, y ∈ Rn.

Следовательно, при λ ∈ (0, 1)

F (λ) =
∫

Rn

∫

Rn

f(x)g(y)pY (λ),X(y,x)dydx =
∫

Rn

f(x)pX(x)
∫

Rn

p(λ,x, y)g(y)dydx

=
∫

Rn

φ(x)f(x)
∫

Rn

p(λ,x, y)g(y)dydx =
∫

Rn

φ(x)f(x)h(λ,x)dx,

где h(λ,x) =
∫

Rn p(λ,x, y)g(y)dy. Положим

φλ(x) = (1− λ2)−n/2φ((1− λ2)−1/2x),

тогда

h(λ,x) = (φλ ∗ g)(λx) =
∫

Rn

φλ(λx − y)g(y)dy =
∫

Rn

φλ(y)g(λx − y)dy.

Значит, функция h(λ,x) при фиксированном λ ∈ (0, 1) имеет ограниченные,
непрерывные и неотрицательные частные производные ∂h/∂xk, k = 1, ... ,n.

Лемма 2.2. Для любых x, y ∈ Rn и λ ∈ (0, 1) функция p(λ,x, y) удовле-
творяет дифференциальному уравнению в частных производных

∂p

∂λ
= −1

λ

⎛⎝ n∑
j,k=1

σjk
∂2p

∂xj∂xk
−

n∑
j=1

xj
∂p

∂xj

⎞⎠ . (2.1)

Доказательство. Для фиксированных y и λ все функции в формуле
(2.1) принадлежат пространству L1(Rn) ∩ L2(Rn). Следовательно, достаточно
доказать равенство преобразований Фурье обеих частей (2.1). Здесь мы
для простоты определяем преобразование Фурье интегрируемой функции
h : Rn → R как

F [h](t) =
∫

Rn

ei(t,x)h(x)dx, i2 = −1.
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Равенство, которое мы хотим получить, имеет вид

∂F [p](t)
∂λ

=
1
λ

⎛⎝ n∑
j,k=1

σjktjtkF [p](t) −
n∑

j=1

∂

∂tj
(tjF [p](t))

⎞⎠ . (2.2)

Поскольку при данных λ ∈ (0, 1) и y ∈ Rn функция q = q(x) = λnp(λ,x, y)
есть плотность нормального распределения со средним λ−1y и матрицей ко-
вариаций λ−2(1− λ2)Σ, то ее преобразование Фурье — это соответствующая
характеристическая функция, т.е.

λnF [p](t) = exp
{

i(t,λ−1y) − 1
2
(λ−2 − 1)(Σt, t)

}
, t ∈ Rn.

Несложная проверка показывает, что эта функция удовлетворяет (2.2). �
Заметим теперь, что так как p экспоненциально убывает на бесконечности,

то ∂h(λ,x)/∂λ =
∫

Rn g(y)(∂p(λ,x, y)/∂λ)dy. То же верно при взятии произ-
водных по xj , где j = 1, ... ,n. Согласно лемме 2.2, учитывая определение
F (λ), мы получаем, что

F ′(λ) = −1
λ

∫

Rn

φ(x)f(x)

⎛⎝ n∑
j,k=1

σjk
∂2h(λ,x)
∂xj∂xk

−
n∑

j=1

xj
∂h(λ,x)

∂xj

⎞⎠ dx. (2.3)

Лемма 2.3. Для каждого λ ∈ (0, 1) справедливо равенство

F ′(λ) =
1
λ

∫

Rn

φ(x)

⎛⎝ n∑
j,k=1

σjk
∂f(x)
∂xj

∂h(λ,x)
∂xk

⎞⎠ dx.

Доказательство. Рассмотрим симметричную матрицу D = (djk) = Σ−1.
Имеем

∫

Rn

φ(x)

⎛⎝ n∑
j,k=1

σjkf(x)
∂2h(λ,x)
∂xj∂xk

⎞⎠ dx +
∫

Rn

φ(x)

⎛⎝ n∑
j,k=1

σjk
∂f(x)
∂xj

∂h(λ,x)
∂xk

⎞⎠ dx

= (2π)−n/2(det Σ)−1/2
∫

Rn

e−(Dx,x)/2
n∑

j,k=1

σjk
∂

∂xj

(
f(x)

∂h(λ,x)
∂xk

)
dx

=
1

((2π)n det Σ)1/2

∫

Rn

n∑
j,k=1

σjkf(x)
∂h(λ,x)

∂xk
e−(Dx,x)/2 ∂

∂xj

1
2

⎛⎝ n∑
l,m=1

dlmxlxm

⎞⎠ dx,

где применено интегрирование по частям (по переменной xj). Используя
символ Кронекера δmk, последнее выражение можно переписать так:
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∫

Rn

φ(x)f(x)
n∑

j,k=1

σjk
∂h(λ,x)

∂xk

n∑
m=1

dmjxmdx=
∫

Rn

φ(x)f(x)
n∑

k,m=1

∂h(λ,x)
∂xk

xm

n∑
j=1

dmjσjkdx

=
∫

Rn

φ(x)f(x)
n∑

k=1

∂h(λ,x)
∂xk

n∑
m=1

xmδmkdx =
∫

Rn

φ(x)f(x)
n∑

k=1

∂h(λ,x)
∂xk

xkdx,

что вместе с (2.3) приводит к искомому результату. �
Продолжим доказательство теоремы 2.1. Заметим, что если σjk � 0

для всех j, k ∈ {1, ... ,n}, то F ′(λ) � 0. Следовательно, F (1) − F (0) =
= cov(f(X), g(X)) � 0.

Теперь рассмотрим случай det Σ = 0. Тогда вектор Xk = X + k−1W , где
случайный вектор W ∼ N(0, In) не зависит от X (здесь k ∈ N, а In —
единичная матрица порядка n × n), ассоциирован по уже доказанной части
теоремы. Осталось устремить k → ∞ и применить теорему 1.8(д). Теорема
доказана. �

Замечание 2.4. Пусть X = {Xt, t ∈ T} — гауссовская система. Тогда
свойство X ∈ A равносильно X ∈ PA (в самом деле, если X ∈ PA, то
cov(Xt,Xs) � 0 для любых t, s ∈ T , и применима теорема 2.1).

Следствие 2.5 ([218]). Пусть W = (W1(t), ... ,Wm(t))t�0 — m-мерное
броуновское движение. Предположим, что ui, Vij : R → R — измеримые
функции, для которых

∫t
0(|ui(s)| + V 2

ij(s))ds < ∞ при всех t � 0, i = 1, ... , k
и j = 1, ... ,m. Положим

Xi(t) = x0,i +
t∫

0

ui(s)ds +
m∑

j=1

t∫

0

Vij(s)dWj(s),

где x0,i ∈ R, i = 1, ... , k. Если, кроме того, Vij(t)Vlj(t) � 0 для всех t � 0 и
i, l ∈ {1, ... , k}, j ∈ {1, ... ,m}, то {Xi(t), i = 1, ... , k, t � 0} ∈ A.

Доказательство. Рассматриваемая случайная система гауссовская, так
что по теореме 2.1 достаточно проверить ее неотрицательную коррелирован-
ность. Компоненты броуновского движения независимы, поэтому, используя
свойства интеграла Ито (см., напр., [27, гл. 12]), при любых t, s � 0 имеем

cov(Xi(t),Xl(s)) =
m∑

j=1

cov

⎛⎝ t∫

0

Vij(u)dWj(u),
s∫

0

Vlj(z)dWj(z)

⎞⎠
=

m∑
j=1

E

t∫

0

Vij(u)dWj(u)
s∫

0

Vlj(z)dWj(z) =
m∑

j=1

s∧t∫

0

Vij(z)Vlj(z)dz � 0. �

Теорема 2.6 ([275]). Пусть X = (X1, ... ,Xn) — гауссовский случайный
вектор, n � 2. Тогда X ∈ NA тогда и только тогда, когда его компонен-
ты неположительно коррелированы.
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Доказательство. Воспользуемся рассуждениями, использованными при
доказательстве теоремы 2.1. Единственное отличие: если все σjk, у которых
j �= k, неположительны, а аргументы функций f и g принадлежат непере-
секающимся множествам, то по лемме 2.3 имеем F ′(λ) � 0. В самом деле,
при каждом i = 1, ... ,n хотя бы одна из производных ∂f(x)/∂xi, ∂g(λ,x)/∂xi

равна нулю всюду. �
В [275] дано более простое доказательство теоремы 2.6, основанное на

результате [274] (близком к теореме 2.1, но более узком).

Определение 2.7. Вероятностная мера μ на B(Rn) называется корреля-
ционной мерой, если для всех замкнутых центрально-симметричных выпук-
лых множеств A,B ⊂ Rn справедливо неравенство

μ(A ∩ B) � μ(A)μ(B).

Пусть μn = N(0, In) — стандартная гауссовская мера на B(Rn), n � 1.
Известная гипотеза утверждает, что μn — корреляционная мера при каждом
n � 1. При n = 1 она, очевидно, верна, а при n = 2 ее доказал Питт [368].
При n � 3 решения проблемы пока нет.

Льюис и Притчард [308] показали, что для любых n � 3 и p, при-
надлежащего интервалу (0, 2/(n − 1)), на Rn существует такая сферически
симметричная корреляционная мера μ, что

lim
r→∞ r−p log μ(Br(0)c) = −1,

здесь Br(0) = {x ∈ Rn : ‖x‖ � r}, r > 0, а Ac обозначает дополнение множе-
ства A. Более того, если μ — симметричная корреляционная мера на B(Rn),
n � 2, и ее носитель не содержится ни в каком одномерном подпространстве
Rn, то найдется такое a > 0, что∫

Rn

ea‖x‖2dμ(x) = ∞.

Это дает примеры положительно коррелированных индикаторов борелев-
ских множеств A и B, не являющихся возрастающими.

Упомянем еще неравенство Арже, основанное на теореме Каффарелли
[162] из теории оптимальной транспортировки масс. В его доказательстве
применяются также свойства полугрупп Орнштейна–Уленбека. В следующей
теореме подразумевается, что все интегралы берутся по Rn и существуют.

Теорема 2.8 ([251]). Пусть f и g — выпуклые функции на Rn и μ =
= N(0, In). Тогда ∫

fgdμ �
(
1 + (m(f),m(g))

) ∫
fdμ

∫
gdμ,

где
m(f) =

∫
x

f(x)∫
fdμ

dμ(x), m(g) =
∫

x
g(x)∫
gdμ

dμ(x),

а (·, ·) есть скалярное произведение в Rn.
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В частности, если m(f) = 0 или m(g) = 0, то неравенство принимает вид∫
fgdμ �

∫
fdμ

∫
gdμ.

Во многих случаях
∫

xfdμ =
∫∇fdμ, где ∇ — градиент, поэтому при g = f

имеем (∫
∇fdμ

)2
�

∫
f2dμ−

(∫
fdμ
)2

.

Последнее неравенство интересно сравнить с известным результатом Пуан-
каре: ∫

f2dμ −
(∫

fdμ
)2

�
∫
‖∇f‖2dμ.

Мы не имеем возможности обсуждать здесь связь этой области исследований
с логарифмическими неравенствами Соболева и отсылаем, например, к [396].

2◦. Ассоциированность мер на частично упорядоченных множествах.
Определения 1.1—1.3 по существу опираются только на понятие неубываю-
щей функции. Поэтому их легко обобщить, рассматривая частично упорядо-
ченные пространства, на которых стандартным образом вводятся монотонные
функции. Пусть (S,B) — частично упорядоченное пространство (см., напр.,
[56, гл. I, § 4, п. 1]) с частичным порядком �S . Символом �S мы здесь
пользуемся, чтобы избежать смешения с обычным порядком � в R.

Определение 2.9. Функция f : S → R называется �S-возрастающей,
если (x, y ∈ S и x �S y) =⇒ f(x) � f(y).

Определение 2.10. Вероятностная мера μ на (S,B) — положительно
коррелированная, или ассоциированная, если∫

S

fgdμ �
∫

S

fdμ

∫

S

gdμ (2.4)

для любой пары ограниченных �S-возрастающих B|B(R)-измеримых функ-
ций f , g : S → R. Случайный элемент X на вероятностном пространстве
(Ω,F,P) со значениями в (S,B) ассоциирован, если этим свойством обладает
мера Law(X).

Чтобы подчеркнуть, что данное определение зависит от выбора частичного
порядка, мы иногда будем писать (S,B,μ,�S) ∈ A.

Очевидно, мера μ = δx (мера Дирака, сосредоточенная в точке x ∈ S)
ассоциирована при любом выборе частичного порядка в S. Условие (1.6) —
частный случай (2.4), соответствующий выбору S = Rn и частичному порядку
(1.8). Заметим, что в противоположность теореме 1.8(а) случайный элемент
со значениями в S может не быть ассоциированным (см. далее теорему 2.17).
Однако справедлив следующий аналог теоремы 1.5.

Лемма 2.11. (S,B,μ,�S) ∈ A тогда и только тогда, когда

μ(A ∩ B) � μ(A)μ(B) (2.5)

для любых �S-возрастающих множеств A,B ∈ B (т.е. таких, что IA и
IB возрастают на (S,�S)).
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Доказательство. Необходимость очевидна.
Достаточность. Возьмем такую �S-возрастающую функцию f : S → R, что

f ∈ B|B(R) и 0 � f < 1, и пусть n ∈ N. Положим

fn(x) :=
n∑

k=1

k

n
I

{
k − 1

n
� f(x) <

k

n

}
≡ 1

n

n∑
k=1

I

{
f(x) � k − 1

n

}
, x ∈ S. (2.6)

Очевидно, функция I{x : f(x) � v} является �S-возрастающей при каждом
v ∈ [0, 1), и fn(x) → f(x) для всех x ∈ S при n → ∞. Общий случай легко
сводится к уже разобранному. �

Мы приведем несколько важных примеров ассоциированных мер, для
чего сейчас введем новые обозначения и докажем несколько вспомогательных
результатов. Теорему 1.8(г) обобщает

Теорема 2.12. Пусть (Si,Bi,Pi,�i) — частично упорядоченные веро-
ятностные пространства, i = 1, 2. Пусть функция h : S1 → S2 возрастает
(т.е. из x �1 y следует, что h(x) �2 h(y)) и B1|B2-измерима. Если при
этом P2 = Law(h) и (S1,B1,P1,�1) ∈ A, то (S2,B2,P2,�2) ∈ A.

Доказательство. Возьмем возрастающие множества A2,B2 ∈ B2. Тогда
множества A1 := h−1(A2) и B1 := h−1(B2) в (S1,�1) возрастают. Действи-
тельно, если, например, x1 ∈ A1 и y1 �1x1, то h(x1) ∈ A2 и h(y1) �2h(x1), и
так как A2 �2-возрастает, то h(y1) ∈ A2. Следовательно, y1 ∈ h−1(A2) = A1.
К тому же P2 = P1h

−1, поэтому

P2(A2 ∩B2)− P2(A2)P2(B2) = P1(A1 ∩B1) − P(A1)P1(B1) � 0,

где последнее неравенство вытекает из леммы 2.11. �
Следствие 2.13. Пусть (St,Bt,�t)t∈T — семейство частично упорядо-

ченных пространств, ST =
∏

t∈T
St, BT — цилиндрическая σ-алгебра в ST, а

x �T y для x = {xt, t ∈ T}, y = {yt, t ∈ T} ∈ ST ⇐⇒ xt �t yt, t ∈ T. (2.7)

Если μT — ассоциированная мера на (ST,BT,�T), то для каждого множе-
ства U ⊂ T проекция μT,U на (SU ,BU ,�U ) тоже ассоциированная (про-
странство (SU ,BU ,�U ) определяется аналогично (ST,BT,�T), а μT,U =
= π−1

T,UμT, где πT,Ux = x|U — это ограничение функции x ∈ ST на U).

Пусть на S заданы два частичных порядка �1 и �2. Говорят, что �2
тоньше, чем �1, если для любых x, y ∈ S соотношение x �1y влечет x �2y.
В частности, если функция f : S → R возрастает на (S,�2), то она возрастает
и на (S,�1). Следовательно, если (S,B,μ,�1) ∈ A, то (S,B,μ,�2) ∈ A.

На пространстве S = C0[0,T ] = {f ∈ C[0,T ] : f(0) = 0} введем частичный
порядок “inc”, основанный на приращениях функций. Будем считать, что

x �incy, если x(t) − x(s) � y(t) − y(s) для любых 0 � s � t � T. (2.8)

Кроме того, в S легко ввести обычный порядок � типа (2.7), полагая для
x, y ∈ S

x � y, если x(t) � y(t) при всех t ∈ [0,T ]. (2.9)

2 А.В. Булинский, А.П. Шашкин
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Заметим, что порядок � тоньше, чем �inc.
Пусть W — мера Винера на (S,B(S)), т.е. распределение стандартного

винеровского процесса W , рассматриваемого на отрезке [0,T ]. Следующий
результат принадлежит Барбато.

Теорема 2.14 ([112]). Пусть S = C0[0,T ], B = B(C0[0,T ]) и μ = W.
Тогда мера μ ассоциирована, т.е. (S,B,μ,�inc) ∈ A.

Доказательство. Удобно перейти к каноническому заданию винеровского
процесса, т.е. считать, что (Ω,F,P) = (S,B,μ) и W (ω) = ω для всех ω ∈ S.

Вначале проверим (2.5) для некоторого специального класса событий A и
B. Рассмотрим разбиение H = {t1, ... , tn} отрезка [0,T ] точками 0 = t0 < ... <
< tn = T (n ∈ N). Обозначим Xi(ω) := Wti(ω) − Wti−1(ω), ω ∈ Ω, i = 1, ... ,n.
Тогда XH = (X1, ... ,Xn) ∈ A по теореме 1.8(в). Пусть AH := σ{XH} и введен
частичный порядок для x, y ∈ S :

x �Hy ⇐⇒ x(ti) − x(ti−1) � y(ti)− y(ti−1), i = 1, ... ,n. (2.10)

Теперь XH ∈ A можно переписать в виде (S,AH ,μ,�H) ∈ A. Порядок �H

тоньше �inc, однако верна

Лемма 2.15. Множество A ∈ AH является �inc-возрастающим тогда
и только тогда, когда оно �H-возрастающее.

Доказательство. Необходимость. Возьмем �inc-возрастающее A и произ-
вольные x ∈ A и y �Hx (последнее означает, что x �Hy). Нужно убедиться,
что y ∈ A. Пусть pi = y(ti)− x(ti), i = 0, ... ,n. Тогда ввиду (2.10) соотношение
x �Hy есть то же самое, что

0 = p0 � p1 � ... � pn.

Построим такую �inc-возрастающую функцию f ∈ S, для которой f(ti) = pi,
i = 0, ... ,n. Пусть z(t) := x(t) + f(t), t ∈ [0,T ]. Очевидно, что z � incx, т.е.
x � incz, и потому z ∈ A (множество A по условию � inc-возрастающее). В
то же время y(ti) = z(ti), i = 0, ... ,n. Поскольку A ∈ AH , то элемент y ∈ A.
Действительно, любое множество A из класса AH определяется значениями
его элементов в точках ti ∈ H, i = 0, ... ,n.

Достаточность. Возьмем �H -возрастающее A, а также элементы x ∈ A
и y �incx. Тогда x �Hy, так как порядок �H тоньше �inc. Итак, y ∈ A, и,
значит, A есть �inc-возрастающее множество. �

Рассмотрим алгебру A := ∪HAH , где объединение берется по всем конеч-
ным разбиениям [0,T ]. Возьмем произвольные �inc-возрастающие множества
A,B ∈ A. Заметим, что H ′ ⊂ H ′′ влечет AH′ ⊂ AH′′ , поэтому найдется такое
разбиение H0, что A,B ∈ AH0 . По лемме 2.15 множества A и B являются �H0-
возрастающими. Значит, (S,AH0 ,μ,�H0) ∈ A. Таким образом, cov(IA, IB) � 0
для любых �inc-возрастающих A,B ∈ A. Нам остается доказать следующую
лемму.

Лемма 2.16. Для любых ε > 0 и �inc-возрастающего B ∈ B существу-
ет такое �inc-возрастающее множество A ∈ A, что μ(A�B) < ε.
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Доказательство. Поскольку B = σ{A}, найдется такое C ∈ A, что
μ(B�C) < ε. Тогда C ∈ AH для некоторого разбиения H. Построим � inc-
возрастающее приближающее множество A ∈ AH .

Рассмотрим множество E ⊂ S функций f , линейных на каждом из отрез-
ков [ti−1, ti], i = 1, ... ,n, разбиения H, и пусть

F = {f ∈ S : f(t) = 0, t ∈ H}.
Для любой f ∈ S определим ΠHf как функцию, график которой получается
линейной интерполяцией точек (ti, f(ti)), i = 1, ... ,n. Тогда E и F — линей-
ные подпространства S и S = E ⊕ F . Последнее соотношение означает, что
произвольная функция f ∈ S однозначно представляется в виде f = ΠHf +
+ (f − ΠHf), где ΠHf ∈ E и g = f − ΠHf ∈ F . Пусть σ-алгебры E и G —
следы B на E и F соответственно1) . Положим

W (ω) = ΠHW (ω) + (W (ω) −ΠHW (ω) =: Y (ω) + Z(ω).

Тогда случайные элементы Y и Z на вероятностном пространстве (S,B,μ)
принимают значения соответственно в (E,E) и (F ,G). Более того, AH =
= σ{Y }, причем элементы Y и Z независимы. Чтобы это проверить, доста-
точно заметить, что случайные процессы Y и Z вместе образуют гауссовскую
систему и cov(Y (s),Z(t)) = 0 для любых s, t ∈ [0, 1]. Пусть P1 := Law(Y ) и
P2 := Law(Z).

Для функции ω = f + g, где f ∈ E и g ∈ F , введем

ϕ(ω) := E(I{W ∈ B}|Y = f) = E(IB(Y + Z)|Y = f),

здесь E — математическое ожидание по мере μ. Согласно лемме 1.22 и (1.9)

ϕ(ω) =
∫

F

IB(f + g)dP2(g). (2.11)

Поэтому для любого множества D ∈ σ{Y } с помощью простейших свойств
условных математических ожиданий получаем

μ(B�D) = E|IB − ID| = E(1− I{W ∈ B})ID + EI{W ∈ B}IDc

= E(E((1− I{W ∈ B})ID)|Y ) + E(E(I{W ∈ B}IDc |Y ))
= E((1− ϕ)ID) + E(ϕIDc) = E|ϕ − ID|.

Очевидно, 0 � ϕ � 1, следовательно,

|ϕ − ID| = (1− ϕ)ID + ϕIDc

= (1− ϕ)ID∩{ϕ�1/2} + (1− ϕ)ID∩{ϕ<1/2} + ϕIDc∩{ϕ�1/2} + ϕIDc∩{ϕ<1/2}
� (1− ϕ)ID∩{ϕ�1/2} + ϕID∩{ϕ<1/2} + (1− ϕ)IDc∩{ϕ�1/2} + ϕIDc∩{ϕ<1/2}

= (1− ϕ)I{ϕ�1/2} + ϕI{ϕ<1/2} = |ϕ − IA|,

1) Т.е., например, E = {R ∩ E : R ∈ B}.
2*
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где A = {ϕ � 1 − ϕ} = {ϕ � 1/2} ∈ AH , Dc обозначает дополнение D в S.
Последнее включение верно, потому что σ{Y } = AH . В результате получаем

μ(A�B) = E|ϕ − IA| � E|ϕ − IC | = μ(B�C) < ε. �
Возвращаясь к доказательству теоремы, покажем, что если B � inc-

возрастающее, то функция ϕ возрастает в смысле частичного порядка �inc.
Пусть ω1,ω2 ∈ S и ω1 �inc ω2. Рассмотрим разложение ωi = fi + gi, fi ∈ E,
gi ∈ F , i = 1, 2. В силу (2.11) имеем

ϕ(ωi) =
∫

F

IB(fi + g)dP2(g), i = 1, 2.

Так как ω1 �incω2, то f1 �incf2 и f1 + g �incf2 + g при любой g ∈ F . Поскольку
множество B �inc-возрастающее, отсюда вытекает неравенство IB(f1 + g) �
� IB(f2 + g). Значит, ϕ(ω1) � ϕ(ω2) ввиду (2.11). Итак, множество A является
�inc-возрастающим, что завершает доказательство теоремы. �

Пусть (S,B,�) — частично упорядоченное измеримое пространство. Для
множества B ⊂ S определим его верхнее замыкание

CB = {y ∈ S : y � x для некоторого x ∈ B}. (2.12)

Мы предполагаем, что частичный порядок измерим, т.е. для любого x ∈ S
множества {y : y � x} и {y : y � x} измеримы (принадлежат B). Заметим, что
в этом случае {x} ∈ B, так как

{x} = {y : y � x} ∩ {y : y � x} ∈ B, и C{x} ∈ B.

Следующую теорему Линдквиста можно рассматривать как “обобщенное
неравенство Чебышёва”.

Теорема 2.17 ([316]). Частично упорядоченное пространство (S,�),
снабженное σ-алгеброй B, содержащей все одноточечные множества,
вполне упорядочено тогда и только тогда, когда любая вероятностная
мера на B ассоциирована.

Доказательство. Необходимость. Пусть множество S не является вполне
упорядоченным. Тогда существуют два несравнимых элемента x, y ∈ S. Рас-
смотрим такую вероятностную меру P, что P({x}) = P({y}) = 1/2, и воз-
растающие множества C{x} и C{y}, см. (2.12). Тогда P(C{x})P(C{y}) > 0. Но
так как y �∈ C{x} и x �∈ C{y}, то P(C{x} \ {x}) = P(C{y} \ {y}) = 0, поэтому
P(C{x}C{y}) = 0, и рассматриваемая мера не является ассоциированной.

Достаточность. Пусть S вполне упорядочено. Возьмем на S произвольную
вероятностную меру P и любые возрастающие множества C1,C2 ∈ B. Тогда
либо C1C

c
2 = ∅, либо C2C

c
1 = ∅; в противном случае нашлись бы различные

точки x ∈ C1C
c
2, y ∈ C2C

c
1. Но тогда не выполнялось бы ни одно из соотноше-

ний y � x и x � y, что невозможно из-за полной упорядоченности S. Пусть,
например, C1C

c
2 = ∅. Тогда

P(C1C2) = P(C1) − P(C1C
c
2) = P(C1) � P(C1)P(C2).

Аналогичная ситуация имеет место при C2C
c
1 = ∅. Теперь утверждение вы-

текает из леммы 2.11. �
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Пример 2.18. Рассмотрим пространство (R2,B(R2)) и в нем обычный
частичный порядок � (см. (1.8)) и лексикографический порядок �lex. Возьмем
бинарный случайный вектор X = (X1,X2) со значениями в R2, для которого
cov(X1,X2) < 0. Разумеется, (R2,B(R2),PX ,�) �∈ A, а в силу теоремы 2.17
имеем (R2,B(R2),PX ,�lex) ∈ A. Итак, определение ассоциированности меры
существенно зависит от выбора частичного порядка.

В завершение этого пункта упомянем работы Камае, Кренгеля и
О’Брайена [279], а также Алсведе и Дайкина [97], где были установлены
первые корреляционные неравенства в частично упорядоченных простран-
ствах. Теорема последних авторов “о четырех функциях”, обобщающая
теорему Престона, подробно изложена в [1, с. 103] вместе с приложениями
к комбинаторным задачам. Ассоциированность мер на таких пространствах с
приложениями к байесовской теории риска рассмотрена Линдквистом [316].
В п. 4◦ теорема 2.14 будет использована для проверки ассоциированности
решений стохастических дифференциальных уравнений.

3◦. Марковские процессы. Монотонность и ассоциированность. Важ-
ный метод построения новых ассоциированных мер с помощью других из-
вестных основан на марковских пребразованиях. Используя обозначения из
приложения, § 2, дадим

Определение 2.19. Однородный марковский процесс X = {Xt, t � 0}
со значениями в пространстве S (в котором введен частичный порядок �)
называется монотонным, если для любых t > 0 и неубывающей функции
f : S → R образ Ttf(·) также есть неубывающая функция, и называется
сохраняющим положительные корреляции, если для любых t > 0 и ассоци-
ированной вероятностной меры μ мера μTt также является ассоциированной.

Другими словами, процесс X = {Xt, t � 0} сохраняет положительные
корреляции, если при любом t > 0 и любом ассоциированном начальном рас-
пределении Law(X0) = μ распределение Xt также ассоциировано. Очевидно,
что если процесс X монотонный и функция f : S → R не возрастает (т.е. если
(−f) не убывает), то функция (Ttf)(·) — невозрастающая.

Теорема 2.20 ([182, 253]). Пусть однородная цепь Маркова X со зна-
чениями в конечном пространстве S монотонна и обладает1) инфините-
зимальной матрицей A. Тогда X сохраняет положительные корреляции в
том и только том случае, когда

A(x, y) = 0 для несравнимых x, y ∈ S. (2.13)

В частности, X всегда сохраняет положительные корреляции, если S
вполне упорядочено.

Доказательство. Необходимость. Пусть X сохраняет положительные кор-
реляции, но A(x, y) > 0 для некоторой пары несравнимых x, y ∈ S (отме-
тим, что если x и y несравнимы, то x �= y, поэтому A(x, y) � 0). Возьмем
Law(X0) = δx; эта мера ассоциирована. Как обычно, символ Px означает, что

1) Т.е. конечная инфинитезимальная матрица (П.2.10) существует у семейства переходных
вероятностей (p(t,x, y)), соответствующего X.
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мы рассматриваем процесс X, выходящий в момент t = 0 из точки x. По
формуле полной вероятности

Px(Xt = y) =
∑
z∈S

P(X0 = z)P(Xt = y|X0 = z) = P(Xt = y|X0 = x) = p(t,x, y).

Согласно (П.2.10), при t → 0+ справедливо соотношение

Px(Xt = y) =
{
1 + A(x,x)t + o(t), y = x,
A(x, y)t + o(t), иначе.

Следовательно,

Px(Xt � x) � Px(Xt = x) → 1, t → 0 + .

Если z � y, то z �= x (иначе x и y сравнимы). Так как S конечно, то

Px(Xt � y) =
∑
z�y

Px(Xt = z) = t
∑
z�y

A(x, z) + o(t)

при t → 0+, здесь z > y означает, что z � y и z �= y. Итак,

Px(Xt � x)Px(Xt � y) = tA(x, y) + t
∑
z>y

A(x, z) + o(t), t → 0 + . (2.14)

Более того,

Px(Xt � x,Xt � y) =
∑

z�x,z�y

Px(Xt = z)

= t
∑

z�x,z�y

A(x, z) + o(t) � t
∑
z>y

A(x, z) + o(t) (2.15)

при t → 0+, так как если одновременно z � x и z � y, то z �= x и z �= y
(следовательно, {z � x, z � y} ⊂ {z > y}). В силу (2.14) и (2.15)

qt(x, y) := Px(Xt � x,Xt � y) − Px(Xt � x)Px(Xt � y) � −tA(x, y) + o(t)

при t → 0 + . Таким образом, существует такое t0 > 0, что qt(x, y) < 0 при
0 < t < t0.

С другой стороны, при каждом w ∈ S функция I{z : z � w} неубывающая
(если z и w несравнимы, то полагаем I{z : z � w}(z) = 0). Тогда из ассо-
циированности меры Law(Xt) при каждом t > 0 и монотонности функций
f(z) = I{z � x} и g(z) = I{z � y} получаем, что

Px(Xt � x,Xt � y)=Exf(Xt)g(Xt) � Exf(Xt)Exg(Xt)=Px(Xt � x)Px(Xt � y),

здесь символ Ex напоминает, что Ef(Xt) и Eg(Xt) вычисляются для Xt,
имеющего X0 = x. Однако последнее неравенство противоречит полученной
выше оценке для qt(x, y). Необходимость (2.13) доказана.
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Достаточность. Для произвольной функции h : S → R и любых x ∈ S и
u � 0, согласно (П.2.12), (П.2.13) и (П.2.15) мы имеем

(Tuh)(x) = h(x) + u
∑
y∈S

A(x, y)h(y) + θ1c1u
2|h|, (2.16)

где θ1 = θ1(h,x,u), |θ1| � 1 и c1 = ‖A‖2e‖A‖/2. Применяя (2.16) и равенство∑
y∈S A(x, y) = 0, из (П.2.11) получаем, что для всех f , g : S → R, u ∈ [0, 1]

Tu(fg)(x) − Tuf(x)Tug(x)

= u
∑
y∈S

A(x, y)(f(x) − f(y))(g(x) − g(y)) + θ2c2u
2|f ||g|, (2.17)

где θ2 = θ2(f , g,x,u), |θ2| � 1 и c2 = c2(‖A‖) > 0.
Пусть функции f и g неубывающие. Тогда для сравнимых x и y, очевидно,

(f(x) − f(y))(g(x) − g(y)) � 0,

а для несравнимых x и y в силу (2.13) имеем A(x, y) = 0. Поэтому для таких
f , g и u ∈ [0, 1] из (2.17) получаем неравенство

Tu(fg)(x) � Tuf(x)Tug(x) − c2u
2|f ||g|. (2.18)

Оператор Tt линейный и (см. (П.2.7))

Tth = h, если h(z) = c при всех z ∈ Sи фиксированном c ∈ R, (2.19)

Tth � 0, если h(z) � 0 для всех z ∈ S. (2.20)

Кроме того, для каждого u � 0

|Tuf | � ‖Tu‖|f | � |f |. (2.21)

Для произвольного фиксированного k ∈ N и u1, ... ,uk ∈ [0, 1] положим v =
= u2 + ... + uk и w = u2

2 + ... + u2
k. Так как процесс X монотонный, то

функции Tuf и Tug не убывают. Поэтому из (2.18)—(2.21) индукцией по k
легко вывести соотношение

Tu1+u2+...+uk(fg)(x) = Tu1(Tv(fg))(x) � Tu1

(
(Tvf)(Tvg) − c2w|f ||g|

)
(x)

� (Tu1(Tvf))(x)(Tu1(Tvg))(x) − c2u
2
1|Tvf ||Tvg| − c2w|f ||g|

� (Tu1+u2+...+ukf)(x)(Tu1+u2+...+ukg)(x) − c2(u2
1 + u2

2 + ... + u2
k)|f ||g|. (2.22)

Теперь пусть t > 0 и n > t (n ∈ N). Применяя (2.22), видим, что

(Ttfg)(x) = (Tn(t/n)fg)(x) � (Ttf)(x)(Ttg)(x) − c2n

(
t

n

)2

|f ||g|.

При n → ∞ отсюда следует, что для любых t > 0, x ∈ S и неубывающих
функций f , g : S → R верно неравенство

(Ttfg)(x) � (Ttf)(x)(Ttg)(x). (2.23)
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Если мера μ ассоциирована, то для рассматриваемых f и g из (П.2.7) и (2.23)
вытекает, что при всяком t > 0∫

S

fgd(μTt) =
∑
y∈S

f(y)g(y)
∑
x∈S

μ(x)p(t,x, y) =
∫

S

(Ttfg)dμ

�
∫

S

TtfTtgdμ �
∫

S

Ttfdμ

∫

S

Ttgdμ =
∫

S

fd(μTt)
∫

S

gd(μTt).

Итак, μTt ассоциирована и X сохраняет положительные корреляции. �
Замечание 2.21. Условие (2.13) допускает интерпретацию в терминах

скачков марковской цепи X. Для этого напомним, что траектории процесса
X с инфинитезимальной матрицей A можно построить следующим образом
(см., напр., [65, с. 599]). Пусть X0 = x с вероятностью μ0({x}), x ∈ S. Далее
процесс X остается в состоянии x случайное время τ0. Если A(x,x) = 0,
то τ0 = +∞ п.н., т.е. X(t) = x при всех t � 0. Если же A(x,x) < 0, то τ0
распределено показательно с параметром −A(x,x). В момент τ0 траектория
совершает скачок в точку y �= x с вероятностью −A(x, y)/A(x,x). Далее
в состоянии y траектория проводит время τ1, равное либо +∞ п.н.(при
A(y, y) = 0), либо показательной случайной величине с параметром −A(y, y).
В случае τ0 ∨ τ1 < ∞ траектория оказывается в состоянии z �= y с вероятно-
стью −A(y, z)/A(y, y) и т.д. Итак, условие (2.13) означает, что если x и y
несравнимы, то переход из x в y или обратно невозможен, за исключением
события нулевой вероятности.

Простое условие на матрицу A, гарантирующее монотонность X, дает
Теорема 2.22 ([315]). Однородная цепь Маркова X = {Xt, t � 0} со

значениями в конечном пространстве S (с σ-алгеброй B = 2S и измеримым
частичным порядком “� ”) монотонна, если неравенство∑

z∈U

A(x, z) �
∑
z∈U

A(y, z) (2.24)

справедливо для любого возрастающего U ⊂ S и всех таких пар x, y ∈ S,
что x � y и при этом x, y одновременно лежат либо в U , либо в S \ U.

Доказательство. Возьмем неубывающую функцию f : S → R. Требуется
показать, что для любых x, y ∈ S таких, что x � y, имеет место неравенство

(Ttf)(x) � (Ttf)(y), t > 0. (2.25)

Поскольку Tt — линейный оператор (см. (П.2.7)), сразу считаем 0 � f < 1.
Вначале построим такое h > 0 (зависящее лишь от A), что при каждом

t ∈ (0,h) функция (I + tA)f не убывает, т.е. если x, y ∈ S, x � y, то

((I + tA)f)(x) − ((I + tA)f)(y) � 0. (2.26)

Ясно, что f — поточечный предел неотрицательных линейных комбинаций
индикаторов возрастающих множеств, см. (2.6). Следовательно, достаточно
проверить (2.26) для функции f = IU , где множество U возрастающее.
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Определим h = h(A) формулой

h = (2max
x∈S

∑
z∈S

|A(x, z)|)−1, (2.27)

где 0−1 := +∞. Если x, y ∈ S, x � y и t ∈ (0,h), то левую часть (2.26) можно
записать в виде

f(x) + t
∑
z∈S

A(x, z)f(z) − f(y) − t
∑
z∈S

A(y, z)f(z)

= f(x) − f(y) + t

(∑
z∈U

A(x, z) −
∑
z∈U

A(y, z)

)
� 0. (2.28)

В самом деле, когда x и y одновременно лежат в U или в S \ U , неравенство
(2.28) вытекает из предположений теоремы (даже при всех t > 0). Ситуация
x ∈ U , y �∈ U невозможна, так как U возрастает, а y � x. Наконец, если x �∈ U
и y ∈ U , то имеем f(x) = 0 и f(y) = 1, а следовательно,

f(x) − f(y) + t

(∑
z∈U

A(x, z) −
∑
z∈U

A(y, z)

)
� −1 + 2t max

x∈S

∑
z∈S

|A(x, z)| � 0

в силу выбора h в (2.27).
Итак, если функция f : S → R не убывает, то при каждом n ∈ N функция

(I + sA)nf неубывающая, здесь s ∈ (0,h(f ,A)). В силу (П.2.13) и (П.2.14)
для любого t > 0 поточечно

Ttf = lim
n→∞

(
I +

t

n
A

)n

f ,

и при всех n, настолько больших, что t/n < h(f ,A), функция под знаком
предела не убывает. Поэтому Ttf не убывает. �

Если фазовое пространство S ⊂ R (с обычным порядком на прямой),
например, S = {1, ... ,n}, то любое распределение на S ассоциировано по
теореме 1.8(a). Следовательно, для любой марковской цепи X со значениями
в S и всех t � 0 мера Law(Xt) ассоциирована. Нетривиальный вопрос: что
можно сказать о всех конечномерных распределениях? Здесь важно снова
обратиться к понятию монотонности. Рассмотрим простой пример, когда мо-
нотонность марковского процесса имеет место.

Пример 2.23. Пусть X — цепь Маркова со значениями в пространстве
S = {s1, s2} ⊂ R, где s1 � s2, имеющая инфинитезимальную матрицу A. Тогда,
очевидно, выполнено (2.24), и эта цепь Маркова монотонна.

Определение 2.24. Случайный процесс1) {X(t), t � 0} называется ас-
социированным по времени, если он представляет собой ассоциированное
семейство случайных величин.

1)Необязательно с конечным числом возможных значений.




