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Часть I

Выделение опорных фактов

и ведущих методов решения задач

с общим геометрическим сюжетом



Глава 1

Задания разного уровня сложности,

объединённые общим сюжетом

«Параллельные прямые и углы»

Основные виды задач и два подхода

к их решению

В геометрии рассматриваются три основных вида задач:

— задачи на доказательство;

— задачи на вычисление;

— задачи на построение.

Решение этих задач рассматривается на фоне самых раз-

нообразных геометрических фигур и их конфигураций, таких

как «параллельные прямые и углы», «треугольники и окруж-

ность», «окружность и углы» и другие. Основными фигура-

ми геометрии являются треугольник—«клетка геометрии»

и окружность—«душа геометрии». Рассмотрение цикла за-

дач, связанных с одной и той же конфигурацией фигур,

или, как говорят, с одним геометрическим сюжетом, является

полезным и увлекательным занятием.

Решение задач и упражнений, объединённых одним гео-

метрическим сюжетом, можно выполнять уже на первых эта-

пах изучения геометрии, имея на вооружении небольшой за-

пас геометрических понятий и теорем. При этом необходимо

иметь в виду два подхода к решению задач— аналитический

и синтетический. Аналитическим подходом пользуются в ос-

новном при решении задач на построение, а синтетический

подход широко применяется в геометрических задачах на до-

казательство и на вычисление. При этом подходе в процессе

решения задач последовательно используются известные фак-

ты, которые называют опорными.

Предлагаемый практикум по решению задач разного уров-

ня сложности содержит как задачи базового (первый уровень)

и повышенного уровней (второй уровень), так и творческие

упражнения (третий уровень). На схеме 1 задачи каждого уров-
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ня располагаются на концентрических окружностях соответству-

ющих уровней сложности. Для удобства работы со схемой вве-

дены следующие обозначения. На схеме символами обозначены:

N —опорная задача первого уровня;

N —опорная задача второго уровня;

N —опорная задача третьего уровня;

P.K—тренировочные упражнения, где P—номер уровня,

K—номер упражнения.

Опорные задачи первого и второго уровней, отмеченные

символами N и N , знакомят учащихся с опорными факта-

ми, которые используются в соответствующих тренировочных

упражнениях.

Опорные задачи третьего уровня, отмеченные символом

N , обращают внимание на оригинальные идеи при решении

Схема 1
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1
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более сложных задач. Эти идеи используются при решении

соответствующих тренировочных упражнений.

Исключение составляет символ 4! , который отмечает на-

чало упражнений комплексного характера по всей теме «Па-

раллельные прямые и углы». Опорные задачи 3 и 4 , 4 и 5

представляют собой обратные математические утверждения.

При решении заданий практикума желательно использо-

вать минимальный набор теоретических положений, а имен-

но: свойства и признаки равенства треугольников, свойства

и признаки равнобедренных треугольников, свойства осевой

и центральной симметрий, свойства и признаки параллельных

прямых, теорему о сумме углов треугольника и n-угольника,

основные понятия, связанные с геометрическими местами то-

чек, так как рассматриваемый геометрический сюжет «Па-

раллельные прямые и углы» изучается после прохождения

указанных тем (гл. 1—4 учебника [1]).

§ 1. Задания базового уровня сложности

(репродуктивные упражнения)

Опорная задача 1 . Докажите, что расстояния от всех то-

чек одной из двух параллельных прямых до второй прямой

одинаковы.

l2 B1 B2

l1 A1 A2

2

1

Рис. 1.1

Дано: l1‖l2, A1∈l1, A2∈l1, B1∈l2, B2∈l2 (рис. 1.1), A1B1⊥ l2,

A2B2⊥ l2.

Доказать: A1B1= A2B2.

Доказательство.

1. A1B1⊥ l2, A2B2⊥ l2, откуда по признаку параллельности

прямых A1B1 ‖A2B2, следовательно, ∠1= ∠2.

Решение большинства задач главы 1 можно найти в пособии [2].
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2. �A1B1A2
гу
=�A2B1B2 ⇒ A1B1= A2B2.

Замечание. Условная запись �1 гу=�2 означает равенство
треугольников по гипотенузе и острому углу (гипотенуза,

угол).

Упражнение 1.1. Найдите геометрическое место точек, уда-

лённых от данной прямой на расстояние, равное a.

Ответ: пара параллельных прямых, удалённых от данной

прямой на расстояние a.

Упражнение 1.2. Найдите геометрическое место точек, рав-

ноудалённых от двух данных параллельных прямых.

Ответ: прямая, параллельная данным и проходящая меж-

ду данными прямыми на равных расстояниях от прямых.

Упражнение 1.3. Две параллельные прямые l1 и l2 пересе-

чены парой параллельных прямых l3 и l4; l1 ∩ l3= A, l2 ∩ l3= B,

l2 ∩ l4 = C, l1 ∩ l4= D. Докажите, что AB = CD и AD = BC. Ука-

зание. Докажите равенство треугольников ABC и BDC.

Упражнение 1.4. При пересечении двух параллельных пря-

мых другой парой параллельных прямых получился четырёх-

угольник. Докажите, что противоположные углы этого четы-

рёхугольника равны.

Упражнение 1.5. Внутри угла ABC, равного 100◦, отме-
чена точка M, и через неё проведены прямые MP и MK,

параллельные сторонам BC и BA угла соответственно, причём

∠MPK = 30◦. Найдите углы треугольника MPK, если P∈BA,

а K∈BC.

Ответ: ∠M =100◦, ∠P =30◦, ∠K =50◦.

Упражнение 1.6. Концы отрезка AB лежат на параллель-

ных прямых l1 и l2, A ∈ l1 и B ∈ l2. Через середину этого

отрезка M проведена прямая, пересекающая l1 и l2 в точках

C и D соответственно. Докажите, что точка M—середина CD.

Докажите равенство треугольников CMB и DMA.

Опорная задача 2 . Найдите угол между биссектрисами

внутренних односторонних углов, образованных при пересе-

чении двух параллельных прямых секущей.

Дано: M1N1 ‖M2N2, AB—секущая; A ∈M1N1, B ∈M2N2,

AO = l∠N1AB, BO = l∠ABN2
(биссектрисы) (рис. 1.2).

Найти: ÂO; BO.
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M2 N2

M1 N1A

B

O

2

1

Рис. 1.2

Решение.

1. ∠1=
1

2
∠BAN1, ∠2=

1

2
∠ABN2, ∠BAN1+∠ABN2=180

◦ (свой-
ство параллельных прямых), следовательно, ∠1+ ∠2=90◦.
2. В треугольнике ABO имеем

∠AOB = 180◦− (∠1+ ∠2) = 90◦,

следовательно, ÂO; BO =90◦.

Ответ: 90◦.

Замечание 1. Величиной угла между двумя прямыми (a и b)

на плоскости называют величину � наименьшего из углов,

образовавшихся при пересечении этих прямых; обозначение:

�= â; b.

Замечание 2. Условная запись l∠NAB читается как «биссек-

триса угла NAB».

Условная запись mAB читается как «медиана, проведённая

к стороне AB треугольника».

Условная запись hAB читается как «высота, опущенная на

прямую, содержащую сторону AB треугольника».

Упражнение 1.7. Две параллельные прямые пересечены

третьей прямой. Найдите угол между прямыми, содержащими

биссектрисы внешних односторонних углов.

Ответ: 90◦.

Упражнение 1.8. Могут ли пересечься биссектрисы внут-

ренних накрест лежащих углов, образованных при пересече-

нии двух параллельных прямых секущей?

Ответ: нет.
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Упражнение 1.9. Найдите углы треугольника, образован-

ного пересекающимися прямыми, углы между которыми рав-

ны 30◦, 40◦, 70◦.
Ответ: 30◦, 40◦, 110◦.

Упражнение 1.10. Докажите, что биссектриса внешнего уг-

ла при вершине равнобедренного треугольника параллельна

основанию. Указание. Вычислите внешний угол и воспользуй-

тесь признаком параллельности прямых.

Упражнение 1.11. Докажите, что если биссектриса одного

из внешних углов треугольника параллельна противополож-

ной стороне этого треугольника, то этот треугольник равнобед-

ренный. Указание. Воспользуйтесь свойством параллельных

прямых.

Упражнение 1.12. Величины углов A и B треугольника

ABC равны соответственно � и �. Какой угол образует:

а) биссектриса CD угла C этого треугольника со стороной

AB;

б) высота AE, опущенная на BC, со стороной CA, если

�=18◦, �=68◦?

Ответ: а) ( ̂CD; AB) = ∠ADC = 90◦ − 1
2
� +

1

2
�, если � > �, и

( ̂CD; AB) = ∠CDB = 90◦ +
1

2
� − 1

2
�, если � > �; б) (ÂE; AC) =

= ∠CAE =4◦.

Опорная задача 3 [1]. Докажите, что если в прямоуголь-

ном треугольнике один из углов равен 30◦, то противолежа-
щий этому углу катет равен половине гипотенузы.

Дано: �ABC; ∠BCA =90◦, ∠CAB =30◦ (рис. 1.3).

Доказать: CB =
1

2
AB.

B1 BC

A

30◦

Рис. 1.3
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Доказательство.

1. ∠B =60◦.
2. Рассмотрим осевую симметрию относительно прямой AC:

�ACB1
SAC←−→ �ACB, следовательно, �ACB1 = �ACB, значит,

∠B = ∠B1 = 60◦ и ∠ACB1 = ∠ACB = 90◦, откуда следует, что
точки B1, C, B лежат на одной прямой.

3. В треугольнике AB1B имеем ∠B1 = ∠B = ∠B1AB = 60◦,
следовательно, AB1= AB = BB1.

4. BC =
1

2
BB1, BB1= AB, значит, BC =

1

2
AB.

Упражнение 1.13. В прямоугольном треугольнике с ост-

рым углом 30◦ длина гипотенузы равна 8. Найдите длины

отрезков, на которые разбивается гипотенуза основанием вы-

соты, проведённой из вершины прямого угла.

Дано: �ABC; ∠ACB = 90◦, ∠A = 30◦, AB = 8, CD ⊥ AB,

D∈AB (рис. 1.4).

A C

B

D

30◦

Рис. 1.4

Найти: AD; DB.

Ответ: 6; 2.

Упражнение 1.14. На каждой стороне правильного тре-

угольника взято по точке. Стороны треугольника с верши-

нами в этих точках перпендикулярны сторонам исходного

треугольника. В каком отношении каждая из взятых точек

делит стороны исходного треугольника?

A C

B

M

K

P

Рис. 1.5
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Дано: �ABC правильный; K∈AB, P∈BC, M∈AC, PK⊥AB,

MP⊥BC, KM⊥AC (рис. 1.5).

Найти: AK :KB, BP :PC, CM :MA.

Ответ:
AK

KB
=

BP

PC
=

CM

MA
=2.

Упражнение 1.15. В прямоугольном треугольнике один из

углов равен 30◦. Докажите, что в этом треугольнике отре-

зок серединного перпендикуляра, проведённого к гипотенузе,

заключённый между гипотенузой и катетом, втрое меньше

большего катета. Указание. Докажите равенство треугольни-

ков AMK и BCK.

Дано: �ABC; ∠ACB = 90◦, ∠A = 30◦, M ∈ AB, AM = BM;

KM⊥AB, K∈AC (рис. 1.6).

AC

B

M

K

30◦

Рис. 1.6

Доказать: MK =
1

3
AC.

Опорная задача 4 . Докажите, что медиана, проведённая

к гипотенузе прямоугольного треугольника, равна её поло-

вине.

Дано: �ABC; ∠ACB =90◦, O—середина AB.

Доказать: OC =
1

2
AB.

A

C B

O

D

2

1

Рис. 1.7
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Доказательство.

1. Дополнительное построение: D∈CO, OD = OC (рис. 1.7).

2. �AOC
сус
= �BOD, значит, ∠1= ∠2, следовательно, по при-

знаку параллельности прямых AC ‖ BD, откуда по свойству

параллельных прямых заключаем, что ∠ACB + ∠CBD =180◦.
3. ∠ACB + ∠CBD =180◦ и ∠ACB =90◦, значит, ∠CBD =90◦.
4. �ACB

кк
=�DBC, следовательно, CD = AB.

5. CD = AB, CO =
1

2
CD, следовательно, CO =

1

2
AB.

Замечание 3. Условная запись �1 сус= �2 означает равенство
треугольников по двум сторонам и углу между ними (сторона,

угол, сторона).

Замечание 4. Условная запись �1 кк=�2 означает равенство
треугольников по двум катетам.

Замечание 5. Середина гипотенузы—точка O—равноуда-

лена от всех вершин треугольника, т. е. является центром

описанной около треугольника окружности.

Упражнение 1.16. Острый угол прямоугольного треуголь-

ника равен 30◦. Докажите, что высота и медиана, проведён-
ные из вершины прямого угла, делят прямой угол на три

равные части. Указание. Воспользуйтесь опорной задачей 4 .

Упражнение 1.17. Постройте прямоугольный треугольник

по катету и медиане, проведённой к гипотенузе.

Дано: a—катет, mc—медиана, проведённая к гипотенузе.

a mc

Построить: �ABC, где ∠C =90◦.
Анализ.

1. Пусть треугольник ABC построен (рис. 1.8).

A

C B

D

mc

m
c

m
c

a

Рис. 1.8
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2. Отметим в треугольнике ABC известные элементы:

∠ACB = 90◦, CD = mc, CB = a.

3. CD =
1

2
AB, т. е. AB =2mc.

4. Треугольник ABC можно построить по катету a и гипо-

тенузе 2mc.

A

C B

2m
c

a

Рис. 1.9

Построение (рис. 1.9).

1. ∠ACB =90◦.
2. CB = a.

3. A = CA∩Окр(B; 2mc).

4. Треугольник ABC искомый.

Доказательство правильности построения.

В треугольнике ABC имеем ∠C =90◦ (по построению); CB = a

(по построению); CD =
1

2
AB =

1

2
·2mc = mc.

Исследование.

Построение возможно и выполняется единственным образом,

если a<2mc. При a �2mc решений нет.

Упражнение 1.18. Постройте прямоугольный треугольник

по гипотенузе c и высоте h, проведённой к гипотенузе.

Указание. Вершина прямого угла лежит на пересечении

окружности с диаметром, равным гипотенузе, с прямой, распо-

ложенной на расстоянии h от прямой, содержащей гипотенузу.

Упражнение 1.19. Докажите, что в прямоугольном треуголь-

нике с неравными катетами биссектриса прямого угла делит

угол между высотой и медианой, проведёнными из той же вер-

шины, пополам. Указание. Воспользуйтесь опорной задачей 4.

Упражнение 1.20. Высота, проведённая из вершины пря-

мого угла треугольника ABC, равна 1. Величина угла B равна

15◦. Найдите длину гипотенузы AB.

Ответ: 4.
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Упражнение 1.21. В треугольнике ABC проведены медианы

AA1, BB1, CC1 и высоты AA2, BB2, CC2. Докажите, что длина

ломаной A1B2C1A2B1C2A1 равна периметру треугольника ABC.

Указание. Воспользуйтесь опорной задачей 4 шесть раз.

Опорная задача 5 [1]. Биссектрисы углов B и C треуголь-

ника ABC пересекаются в точке O (рис. 1.10). Найдите угол

BOC, если ∠BAC = �.

Дано: �ABC; l∠ABC ∩ l∠ACB = O, ∠BAC = �.

Найти: ∠BOC.

A

CB

O

21

�

Рис. 1.10

Решение.

1. ∠1=
1

2
∠ABC, ∠2=

1

2
∠ACB, ∠ABC + ∠ACB =180◦− �, сле-

довательно, ∠1+ ∠2=90◦− 1
2
�.

2. ∠BOC =180◦−
(
90◦− 1

2
�

)
=90◦ +

1

2
�.

Ответ: 90◦ +
1

2
�.

Упражнение 1.22 [5]. В треугольнике ABC угол C прямой,

а биссектрисы углов A и B пересекаются в точке J. Найдите

угол AJB.

Ответ: 135◦.

Упражнение 1.23 [5]. Могут ли биссектрисы двух углов

треугольника быть параллельными?

Решение.

1. Пусть биссектрисы углов A и B треугольника ABC па-

раллельны (рис. 1.11).

2. ∠1=
1

2
∠A, ∠2=

1

2
∠B и ∠1+ ∠2= 180◦ (свойство парал-

лельных прямых), откуда ∠A + ∠B = 360◦, что противоречит
теореме о сумме углов треугольника.
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A B

21

Рис. 1.11

3. Вывод: биссектрисы двух углов треугольника параллель-

ными быть не могут.

Упражнение 1.24. Могут ли быть перпендикулярными бис-

сектрисы двух углов треугольника? Указание. Используйте

опорную задачу 5 .

Ответ: нет.

Упражнение 1.25. Биссектрисы углов A и B треугольника

ABC пересекаются в точке J, причём ∠AJB = 130◦. Найдите
угол C.

Ответ: 80◦.

§ 2. Задания повышенного уровня сложности

(вариативные упражнения)

Опорная задача 1 [4]. Докажите, что во всяком треуголь-

нике найдётся угол не больше 60◦.
Доказательство (методом от противного).

1. Пусть все углы треугольника больше 60◦. Тогда их сум-
ма больше 180◦, что противоречит теореме о сумме углов

треугольника.

2. Вывод: во всяком треугольнике найдётся угол, величина

которого не больше 60◦.

Упражнение 2.1. Какие значения может принимать:

а) наибольший угол треугольника;

б) наименьший угол треугольника;

в) средний по величине угол треугольника?

Ответ: а) 60◦ � �<180◦; б) 0◦ < ��60◦; в) 0◦ < �<90◦.

Упражнение 2.2 [4]. Докажите, что у выпуклого пятиуголь-

ника хотя бы два угла тупые.

Решение. Сумма углов S =180◦(5−2) =540◦. Если в пяти-
угольнике все углы острые, то их сумма будет меньше чем

90 · 5= 450◦, что противоречит условию задачи. Если в выпук-

лом пятиугольнике один угол тупой, а четыре угла острые,
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то сумма четырёх острых углов меньше 360◦, а пятый угол
больше 540◦−360◦ =180◦, что противоречит определению вы-

пуклого многоугольника. Следовательно, у выпуклого пяти-

угольника хотя бы два угла тупые. (Например, 150◦, 150◦,
80◦, 80◦, 80◦.)

Упражнение 2.3 [4]. Докажите, что в выпуклом шестиуголь-

нике не более трёх острых углов. Указание. Доказательство от

противного.

Упражнение 2.4. Докажите, что у выпуклого многоуголь-

ника может быть не более трёх острых углов. Указание. До-

казательство от противного.

Опорная задача 2 . Докажите, что если стороны одного

угла соответственно параллельны сторонам другого угла, то

такие углы либо равны, либо в сумме составляют 180◦.
Дано: ∠ABC = �, P1K ‖BA, PM ‖BC; ∠1, ∠2, ∠3, ∠4—углы,

образованные при пересечении прямых PM и P1K (рис. 1.12).

Найти: ∠1, ∠2, ∠3, ∠4.

A

CB D

K

P

P1

M

� 6

1

4

5

3

F

2

Рис. 1.12

Решение.

1. Пусть P1K∩BC=D, P1K∩PM=F, ∠KDB = ∠5, ∠KDC=∠6.

2. ∠ABC = ∠6= � (свойство параллельных прямых), ∠6= ∠1

(свойство параллельных прямых), ∠4= ∠1 (как вертикальные

углы), следовательно, ∠1= ∠4= �.

3. ∠ABC + ∠5=180◦ (свойство параллельных прямых), ∠5=

= ∠3 (свойство параллельных прямых), ∠3= ∠2 (как вертикаль-

ные углы), следовательно, ∠ABC + ∠2=180◦, а ∠2=180◦− �.




