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TRAITE
DU TRIANGLE ARITHMETIQUE.

DEFINITIONS.

JappELLE Triangle arithmétigue, une figure dont
la construction est telle.

Je meéne d’un point quelconque, G, deux
lignes perpendiculaires, 'une & Pautre, GV, G ¢,
dans chacune desquelles je prends tant que je
veux de parties égales et continues A commencer
par G, que je nomme 1, 2, 3, 4, etc.; et ces
nombres sont les exposants des divisions des
lignes.

Ensuite je joins les points de la premiére divi-
sion qui sont dans chacune des deux lignes, par
une autre ligne qui forme un triangle dont elle
est la base.

Je joins ainsi les deux points de la seconde
division par une autre ligne, qui forme un
second triangle dont elle est la base.

Et joignant ainsi tous les points de division
V. 1
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qui ont un méme exposant, jen forme autant
de triangles et de bases.

Je meéne par chacun des points de division,
des lignes paralléles aux cdtés, qui par leurs
intersections forment de petits carrés, que j ‘ap-
pelle cellules.

Et les cellules qui sont entre deux paralléles
qui vont de gauche a droite, s’appellent cellules
d’un méme rang paralléle, comme les cellules
G,s,n,etc.,ouo,q,0,etc.

Et celles qui sont entre deux lignes qui vont
de haut en bas, s’appellent cellules d’'un méme
rang perpendzculaue, comme les cellules G, ¢,
A, D, etc., et celles-ci, o, ,B, etc.

Et celles qu'une méme base traverse diagona-
lement, sont dites cellules d’une méme base,
comme celles quisuivent, D, B, 8, A, et celles-ci,
A, "L) i

Les cellules d'une méme base également dis-
tantes de ses extrémités, sont dites réciprogues ,
comme celles-ci, E, RetB, §; parce que I'expo-
sant du rang parallele de lune est le méme que
Pexposant du rang perpendiculaire de l'autre,
comme il paroit cn cet exemple, ou E est dans
le second rang perpendiculaire, et dans le qua-
trieme paralléle ; et sa réciproque R est dans le
second rang paralléle, et dans le quatriéme per-
pendlculalre réciproquement; et il est bien facile
de démontrer que celles qui ont leurs exposants
réciproquement pareils, sont dans une méme
base , et également distantes de ses extrémités.
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Il est aussi bien facile de démonter que expo-
sant du rang perpendiculaire de quelque cellule
que ce soit, joint & I'exposant de son rang pa-
ralléle, surpasse de 'unité I'exposant de sa base.
Par exemple, la cellule F est dans le troisiéme
rang perpendiculaire, et dans le quatrieme paral-
léle, et dans la sixi¢me base, et les deux expo-
sants des rangs 3 + 4 surpassent de I'unité I'ex-
posant de la base 6, ce qui vient de ce que les
deux coOtés du triangle sont divisés en un pareil
nombre de parties ; mais cela est plutot compris
que démontré.

Cette remarque est de méme nature, que
chaque base contient une cellule plus que la
précédente , et chacune autant que son exposant
d’unités ; ainsi la secotide 2 ¢ a deux cellules, la
troisitme A 4 7 en a trois, ctc.

Or les nombres qui se mettent dans chaque
cellule se trouvent par cette méthode.

Le nombre de la premiére cellule qui est a
Pangle droit est arbitraire ; mais celui-la étant
placé, tous les autres sont forcés ; et pour cette
raison il sappelle le générateur du triangle; et
chacun des autres est spécifié par cette seule
regle :

Le nombre de chaque cellule est égal 4 celui
de la cellule qui la 'précéde dans son rang per-
pendiculaire , plus & celui de la cellule qui la
pzecede dans son rang parallele. Ainsi la cellule
F, c’est-a-dire, le nombre de la cellule F, égale
la cellule G, plus la cellule E ; et ainsi des autres,
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Dol se tirent plusieurs conséquences. En
voici les principales, ou je considére les trian-
gles, dont le générateur est 'unité ; mais ce qui
s’en dira conviendra a tous les autres.

CONSEQUENCE PREMILERE.

En tout triangle arithmétique , toutes les cellules
du premier rang paralléle et du premier rang per-
pendiculaire sont pareilles a la génératrice.

Car par la construction du triangle, chaque
cellule est égale a celle qui la précéde dans
son rang perpendiculaire, plus a celle qui la
précede dans son rang paralléle; or les cellules
du premier rang paralléle n'ont aucunes cel-
lules qui les précédent dans leurs rangs perpen-
diculaires, ni celles du premier rang perpeundi-
culaire dans leurs rangs paralléles; donc elles
sont toutes égales entre elles, et partant au pre-
mier nombre générateur.

Ainsi ¢ égale G + zéro, c'est-d-dire, ¢ égale G.

Ainsi A égale ¢ + zéro, cest-a-dire, o.

Ainsi ¢ égale G 4- zéro, et = égale ¢ ++ zéro.

Et ainsi des autres.

CONSEQUENCE II.

En tout triangle arithmétique, chaque cellule
est égale a la somme de toutes celles du rang
parallele précédent , comprises depuis son rang
perpendiculaire jusqu’au premier inclusivement.

Soit une cellule quelconque » : je dis qu’elle
est égale A R + 8 + 4 + ¢, qui sont celles du
rang paralléle supérieur depuis le rang per-
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pendiculaire de o jusquau premier rang per-
pendicularre.

Cela est évident par la seule interprétation
des cellules , par celles d’out elles sont formées.
Car » égale R 4 C.

64 B
++A
®  Car A et ¢ sont
égauxentreeux
par la précé-
dente.

Donc w égale R + 8§ + 4 + o.
CONSEQUENCE III

En tout triangle arithmétique, chaque cellule
égale la somme de toutes celles du rang perpendi-
culaire précédent , comprise depuis son rang paral-
lele jusqu’au premier inclusivement.

Soit une cellule quelconque C: je dis qu’elle
est égale 4 B4+ + o, qui sont celles du rang
perpendiculaire précédent, depuis le rang paral-
1éle de la cellule C jusqu’au premier rang pa-
ralléle.

Cela paroit de méme par la seule interpréta-
tion des cellules.

Car C égale B + 0

++

s |3

 Car = égale ¢ par la
premiere.
Donc C égale B + 4 + .
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CONSEQUENCE IV.

En tout triangle arithmérique , chaque cellule
diminuée de Uunité , est égale a la sommne de
toutes celles qui sont comprises entre son rang
paralléle et son rang perpendiculaire exclusive-
ment.

Soit une cellule quelconque & : je dis que £ —G
égale R + 8+ 4+ ¢+ A+ 7+ o+ G, quisont
tous les nombres compris entre le rang £ « CBA
etlerang £ S « exclusivement.

Cela paroit de méme par I'interprétation.

Carf égaler+R+o.

T+ 04C
s4+4+B
G+etA
G

Donc £ égalex + R4+ w+ 84+ 4+ 4+ G

+ ¢+ G |
' AVERTISSEMENT.

Tai dit dans P'énonciation , chaque cellule di-
minudée de l'unité , parce que l'unité est le géncé-
rateur ; mais si ¢’étoit un autre nombre, il fau-
droit dire , chaque cellule diminuée du nombre
générateur.

CONSEQUENCE V.

En tout triangle arithmétique , chaque cellule
est égale a saréciprogue.
Car dans la seconde base o, il est évident
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que les deux cellules réciproques ¢, s sont égales
entre elleseta G.

Dans la troisiéme A, 4,7, il est visible de
méme que les réciproques 7, A sont égales entre
elleseta G.

Dans la quatriéme, il est visible que les
extrémes D, a sont encore égales entre elles
et a G.

Et celles d’entre deux, B, 8, sont visiblement
égales , puisque B égale A + |, et 6 égale + 7 ;
or 7+ sont égalesd A + | par ce qui est mon-
tré; donc, etc.

Ainsi Pon montrera dans toutes les autres
bases que les réciproques sont égales , parce que
les extrémes sont toujours pareilles a G, et que
les autres s’interpréteront toujours par d’autres
¢égales dans la base précédente qui sont rempro-
ques entre elles.

CONSEQUENCE VI

En tout triangle arithmétique , un rang paral-
lele et un perpendiculaire qui ont un méme expo-
sant , sont composés de cellules toutes pareilles
les unes aux autres.

Car ils sont composés de cellules réciproques.

Ainsilesecondrang perpendiculaire s+ BEMQ
est entiérement pareil au second rang paralléle

eI RSN.
CONSEQUENCE VIIL

En tout triangle arithmétique , la somme des
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cellules de chaque base est double de celles de
la base précédente.

Soit une base quelconque DB § &: je dis que
la somme de ses cellules est double de la somme
des cellules de la précédente A 4 =.

Car les extrémes . . . D, A,
égalent lesextrémes . . . A, T,
et chacunedes autres . B, 8,

en égalent deux de

Pautrebase . . . . . A+, 4+
DoncD + » + B + fégalent2 A + a2 + 27

La méme chose se démontre de méme de tou-
tes les autres.

CONSEQUENCE VIII.

En tout triangle arithmétique , la somme des
cellules de chaque base est un nombre de la pro-
gression double , qui commence par Uunité, dont
lexposant est le méme que celui de la base.

Car la premiére base est I'unité.

La seconde est double de la premiére , donc
elle est 2.

La troisiéme est double de la seconde, donc
elle est 4. Et ainsi 4 I'infini.

AVERTISSYEMENT.

Si le générateur n’étoit pas I'unité, maisun
autre nombre, comme 3, la méme chose scroit
vraie; mais il ne faudroit pas prendre les nom-
bres de la progression double & commencer par
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Tunité, savoir : 1, 2, 4, 8, 16, etc., mais ceux
d’'une autre progression double a commencer
par le générateur 3, savoir, 3,6, 12, 24, 48, etc.

CONSEQUENCE IX.

En tout triangle arithmétique , chaque base
diminuée de l'unité est égale a la somme de toutes
les précédentes.

Car cest une propriété de la progression
double.

AVERTISSEMENT.

Si le générateur étoit autre que l'unité, il
faudroit dire, chaque base diminuée du géné-
rateur,

CONSEQUENCE X.

En tout triangle arithmétigue, la somme de
tant de cellules continues gu’on voudra de sa base,
a commencer par une extrémité , est égale a au-
tant de cellules de la base précédente, plus encore
a autant , hormis une.

Soit prise la somme de tant de cellules qu’on
voudra de la base Da, par exemple, les trois
premieres , D +4 B + 0: je dis qu’elle est égale
a la somme des trois premiéres de la base précé-
dente A + 4 + 7, plus aux deux premié(res de la
méme base A + .

Car
égale

B. 6.
A4 4 47
DoncD + B 4 fégale 2 A + 24 + =

D.
A.
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DEFINITION.

Vappelle cellules de la dividente , celles que la
ligne qui divise I'angle droit par la moitié, tra-
verse diagonalement comme les cellules G, 4,
C,p,etc.

CONSEQUENCE XI.

Chaque cellule de la dividente est double de
celle qui la précéde dans son rang paralléle ou
perpendiculaire.

- Soitune cellule de ladividente C: je disqu’elle
est double de 8, et aussi de B.

Car Cégale 6 + B, et 6 égale B, parla cinqui¢me

conséquence.

AVERTISSEMENT.

Toutes ces conséquences sont sur le sujet des
égalités qui se rencontrentdans le triangle arith-
métique.On va en voir maintenant les propor-
tions, dont la proposition suivante est le fon-
dement.

CONSEQUENCE x11. V

En tout triangle arithmétique , deux cellules
contigués étant dans une méme base, la supé-
rieure est a Uinférieure , comme la multitude des
cellules depuis la supérieure jusqu’au haut de la
base , a la multitude de celles depuis Uinféricure
Jusqu’en bas inclusivernent.

Soient deux cellules contigués quelconques
d’'une méme base, E; C : je dis que:
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E est 4 C comme 2o a 3

inférieure, | supérieure, | parce quil y a deux | parce qu'il y a trois
cellules depuis E jus- cellules depuis C jus-
qu'en bas; savoir, | qu'en haut; savoir,

E, H, C, R,

Quoique cette proposition ait une infinité de
cas, }’en donnerai une démonstration bien courte,
en supposant deux lemmes.

Le premier, quiest évident de soi-méme , que
cette proportion se renconire dans la seconde
base; caril est bien visible que ¢ est 4 ¢ comme
rar.

Le deuxiéme, quesi cette proportion se trouve
dans une base quelconque, elle se trouvera né-
cessairement dans la base suivante.

D’ou il se voit qu’elle est nécessairement dans
toutes les bases : car elle est dans la seconde base
par le premier lemme; donc par le second elle
est dans la troisiéme base, donc dans la qua-
triéme, et 4 'infini.

11 faut donc seulement démontrer le second
lemme en cette sorte. Si cette proportion se ren-
contre en une base quelconque , comme en la
quatriéme D a, c’est-a-dire, si D est 4 B comme
143, etBéGcommez 2,eth & acomme3
a 1, etc.; je dis que la méme proportlon se trou-
vera dans la base suivante, Hu, et que, par
exemple, E est 4 C comme 2 a 3.

Car D est 4 B comme 1 2 3, par Phypothese,
DoncD + B esta B comme 1 + 3 a 3.

. E 4B comme 4 43
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Deméme B est 4 6 comme 2 a2, par I'hypotheése.
DoncB + §4 B, comme 2 + 2 4 2.

C aB, comme 4 a2
Mais B A E, comme 3 a4,commeilest
montré. Donc par la proportion troublee Cest
2 E comme 3 4 2.

Ce qu'il falloit démontrer.

On le montrera de méme dans tout le reste,
puisque cette preuve n’est fondée que sur ce que
cette proportion se trouve dans la base précé-
dente, et que chaque cellule est égale & sa pré-
cédente , plus a sa superleure, ce qu1 est vrai
partout.

CONSEQUENCE XIIIL

En tout triangle arithmétique, deux cellules
contigués étant dans un méme rang perpendicu-
laire , Uinférieure est a la supérieure, comme
Uexposant de la base de cette supérieure a lexpo-
sant de son rang paralléle.

Soient deux cellules quelconques dans un
méme rang perpendiculaire, F, C: je dis que

F esta C comme 5 & 3
Yinférieure, | la supérieure, | exposant de la | exposant du rang pa-
base de C, ralléle de C.

Car E est & C comme 2 a 3.
Donc E4+C est 2 C comme 243 a 3.

F estaCcomme 5 a3.

CONSEQUENCE XIV.

En tout triangle arithmétique, deux cellules



