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Введение

Выдающимся механикам современности
Алексею Антоновичу Ильюшину и
Валентину Валентиновичу Новожилову
посвящается

Проблемы надёжного функционирования и снижения материалоём-
кости конструкций современной техники, работающих в условиях вы-
сокого уровня силовых и температурных нагрузок, а также ионизиру-
ющего излучения, делают весьма актуальной задачу математического
моделирования неупругого поведения и разрушения конструкций. Уве-
личение рабочих параметров современных машин и аппаратов приводит
к возрастанию как общей, так и местной напряжённости конструкций.
Реальные процессы нагружения таких конструкций приводят к тому,
что в материале конструкций возникают неупругие (вязкопластиче-
ские) деформации. При этом нагружение является сложным неизотер-
мическим, и характер его изменения может быть самым произвольным
в условиях повторности и длительности воздействия температурно-
силовых нагрузок и ионизирующего излучения.
Используемые в настоящее время для практических расчётов тео-

рии пластичности, ползучести и неупругости, обобщённые на неизо-
термическое нагружение, могут привести к достоверным результатам
только в узко ограниченных условиях — при нагружениях близких
к простым и стационарным. Раздельное рассмотрение процессов пла-
стичности, ползучести и накопления повреждений без учёта их взаим-
ного влияния свойственно практически всем применяемым в расчётах
теориям. Практически не рассматриваются такие важные аспекты, вли-
яющие на накопление повреждений, как охрупчивание и залечивание.
Всё это существенно ограничивает области применимости использу-
емых в расчётах теорий пластичности, ползучести и кинетических
уравнений накопления повреждений (критериев разрушения).
В настоящее время разработана теория неупругости [1–3], которая

является обобщением и развитием идей, содержащихся в различных
вариантах теорий пластичности, ползучести и неупругости, базиру-
ющихся на концепции микронапряжений, выдвинутой В. В. Новожи-
ловым и его школой [4–6]. Теория неупругости относится к классу
одноповерхностных теорий течения при комбинированном упрочнении.
Обоснование достоверности разработанной теории неупругости про-
ведено [7–10, 3] на широком спектре конструкционных материалов
(сталей и сплавов) и разнообразных программ эекспериментальных
исследований. Сравнения расчётов по различным теориям пластично-
сти, ползучести и неупругости показали, что результаты, полученные
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с помощью разработанной теории неупругости, лучше всего соответ-
ствуют экспериментальным данным. На основании этих исследований
сделан вывод, что разработанная теория неупругости может приме-
няться для практических расчётов неупругого поведения и накопле-
ния повреждений материала конструкций при произвольном процессе
сложного неизотермического нагружения и на основании этой теории
может проводиться достоверное прогнозирование ресурса материала
конструкций высоких параметров при повторном и длительном воздей-
ствии температурно-силовых нагрузок и ионизирующего излучения.
Область применимости теории неупругости ограничивается малы-

ми деформациями однородных и начально изотропных металлов при
температурах, когда нет фазовых превращений, и при скоростях дефор-
маций, когда динамическими эффектами можно пренебречь.
Следует отметить некоторые особенности разработанной теории

неупругости:
— деформация имеет упругую и неупругую составляющие (услов-

ного разделения неупругой деформации на деформации пластичности
и ползучести нет);
— поверхность нагружения может смещаться, расширяться или

сужаться и изменять форму;
— трёхчленная структура уравнений для смещения поверхности на-

гружения обуславливает снятие ограничений на траектории сложного
нагружения;
— кинетические уравнения накопления повреждений построены на

энергетическом принципе с учётом процессов охрупчивания и залечи-
вания;
— уравнения неупругого поведения и накопления повреждений вза-

имосвязаны, т. е. повреждение влияет на поведение, а история нагру-
жения на процесс повреждения;
— неупругое поведение и разрушение может зависеть от вида на-

пряжённого состояния;
— при сложном (непропорциональном) циклическом нагружении

возможно дополнительное изотропное упрочнение;
— аналитическое интегрирование уравнений теории неупругости

для простейших стационарных режимов нагружения приводит к из-
вестным критериям малоцикловой и длительной прочности;
— основу расчётно-экспериментального метода определения мате-

риальных функций теории неупругости составляет обработка экспери-
ментальных кривых, не связанная с определением пределов текучести
и других величин с какими-либо допусками;
— базовыми экспериментами, на которых построен расчётно-экс-

периментальный метод, являются стандартные испытания материала
на малоцикловую и длительную прочность, а также деформирование
в условиях пластичности и ползучести.
В настоящей книге излагаются простейшие прикладные варианты

теории неупругости, которые могут быть использованы для иссле-
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Гл а в а 1

ТЕОРИЯ НАПРЯЖЕНИЙ И ДЕФОРМАЦИЙ

§ 1. Тензор напряжений и его инварианты

Напряжённое состояние в точке тела определяется [11, 12] тензо-
ром напряжений

Tσ =

{
σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33

}
= σij (i, j = 1, 2, 3). (1.1)

Согласно закону парности касательных напряжений

σij = σji (i, j = 1, 2, 3; i �= j). (1.2)

Для изображения напряжённого состояния в точке тела в окрестности
этой точки выделяется элемент тела в виде прямоугольного паралле-

Рис. 1.1. Модель напряжённого со-
стояния

лепипеда, три ребра которого совпа-
дают с осями координат (рис. 1.1).
Таким образом, напряжённого

состояние в точке тела определяет-
ся симметричным тензором второго
ранга.
Тензор напряжений имеет следу-

ющие инварианты:

I1(Tσ) = σii, (1.3)

I2(Tσ) = 1
2
σijσij − 1

2
(σkk)2; (1.4)

I3(Tσ) = 1
3
σijσjkσki −

− 1
2
σijσij(σkk) + 1

6
(σkk)3. (1.5)

Здесь и в дальнейшем наличие в одночлене повторяющихся индексов
указывает на суммирование по всем значениям этих индексов.

Глава 1. Теория напряжений и деформаций 11

На основе формул (1.3)–(1.5) можно получить следующие выраже-
ния для инвариантов тензора напряжений:

I1(Tσ) = σ11 + σ22 + σ33, (1.6)

I2(Tσ) = −σ11σ22 − σ22σ33 − σ33σ11 + σ212 + σ223 + σ231, (1.7)

I3(Tσ) = σ11σ22σ33 − σ11σ
2
23 − σ22σ

2
31 − σ33σ

2
12 + 2σ12σ23σ31. (1.8)

В качестве примера рассматриваются три различных случая нагру-
жения тонкостенного трубчатого образца: осевой силой (P -опыты);
крутящим моментом (M -опыты); осевой силой, крутящим моментом
и внутренним давлением (P , M , q –опыты). В первых двух случаях
реализуются одноосные растяжение (сжатие) и кручение, а в третьем
случае — обобщённое плоское состояние. Для всех трёх случаев тензор
напряжений и его инварианты имеют следующий вид (ось 1 направлена
вдоль оси образца):
1) одноосное растяжение (сжатие)

Tσ =

{
σ11 0 0
0 0 0
0 0 0

}
, (1.9)

I1(Tσ) = σ11, I2(Tσ) = 0, I3(Tσ) = 0; (1.10)

2) кручение

Tσ =

{
0 σ12 0
σ21 0 0
0 0 0

}
, (1.11)

I1(Tσ) = 0, I2(Tσ) = σ212, I3(Tσ) = 0; (1.12)

3) обобщённое плоское состояние

Tσ =

{
σ11 σ12 0
σ21 σ22 0
0 0 σ33

}
, (1.13)

I1(Tσ) = σ11 + σ22 + σ33,

I2(Tσ) = −σ11σ22 − σ22σ33 − σ33σ11 + σ212, (1.14)

I3(Tσ) = σ11σ22σ33 − σ33σ
2
12.

§ 2. Девиатор напряжений и его инварианты

Тензор напряжений разлагается [11, 12] на шаровой тензор и деви-
атор

Tσ =

{
σ0 0 0
0 σ0 0
0 0 σ0

}
+

{
s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33

}
= σ0δij + sij . (1.15)
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Здесь δij — символ Кронекера (δij = 1 при i = j; δij = 0 при i �= j);
σ0 = σii/3 — среднее напряжение; sij — девиатор напряжений. Таким
образом, компоненты девиатора напряжений определяются по формуле

sij = σij − σ0δij . (1.16)

Девиатор напряжений Dσ имеет следующие инварианты:

I1(Dσ) = sii = 0, (1.17)

I2(Dσ) = 1
2
sijsij , (1.18)

I3(Dσ) = 1
3
sijsjkski. (1.19)

Или, раскрывая формулы (1.18) и (1.19), можно получить следующие
выражения для второго и третьего инвариантов девиатора напряжений:

I2(Dσ) = 1
2

(s211 + s222 + s233) + s212 + s223 + s231, (1.20)

I3(Dσ) = s11s22s33 − s11s
2
23 − s22s

2
31 − s33s

2
12 + 2s12s23s31. (1.21)

В теории напряжений вводится важное понятие интенсивности напря-
жений, характеризующей уровень напряжённого состояния,

σu = [3I2(Dσ)]1/2 =
(
3
2
sijsij

)1/2
. (1.22)

Рассматривается также параметр, характеризующий вид напряжённого
состояния,

μ = 27
2

I3(Dσ)

[3I2(Dσ)]3/2
(μ ∈ [−1;+1]) . (1.23)

При одноосных сжатии, кручении и растяжении параметр вида напря-
жённого состояния, соответственно, равен: −1, 0 и +1.
Рассматривая также три случая нагружения тонкостенного трубча-

того образца, можно получить:
1) одноосное растяжение (сжатие)

Dσ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2
3
σ11 0 0

0 −1
3
σ11 0

0 0 −1
3
σ11

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ , (1.24)

σu = |σ11|, μ = +1 (−1); (1.25)

2) кручение

Dσ =

{
0 σ12 0
σ21 0 0
0 0 0

}
, (1.26)

σu =
√
3 |σ12| , μ = 0; (1.27)
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3) обобщённое плоское состояние

Dσ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2σ11
3

− σ22 + σ33
3

σ12 0

σ21
2σ22
3

− σ11 + σ33
3

0

0 0
2σ33
3

− σ11 + σ22
3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ , (1.28)
σu = (σ211 + σ222 + σ233 − σ11σ22 − σ22σ33 − σ33σ11 + 3σ212)

1/2, (1.29)

μ = 1

(σu)3

[
σ311 + σ322 + σ333 − 9

2
σ(σ11σ22 + σ22σ33 + σ33σ11 − 3σ212)

]
.

(1.30)

§ 3. Тензор деформаций и его инварианты

Деформированное состояние в точке тела определяется [11, 12]
тензором деформаций

Tε =

{
ε11 ε12 ε13
ε21 ε22 ε23
ε31 ε32 ε33

}
= εij , (i, j = 1, 2, 3) . (1.31)

Тензор деформаций является [1, 2] симметричным тензором,

εij = εji (i, j = 1, 2, 3; i �= j) . (1.32)

Тензор деформаций имеет следующие инварианты:

I1(Tε) = εii, (1.33)

I2(Tε) = 1
2
εijεij − 1

2
(εkk)2, (1.34)

I2(Tε) = 1
3
εijεjkεki − 1

2
εijεij(εkk) + 1

6
(εkk)3. (1.35)

На основе формул (1.33)–(1.35) можно получить следующие выраже-
ния для инвариантов тензора деформаций:

I1(Tε) = ε11 + ε22 + ε33, (1.36)

I2(Tε) = −ε11ε22 − ε22ε33 − ε33ε11 + ε212 + ε223 + ε231, (1.37)

I3(Tε) = ε11ε22ε33 − ε11ε
2
23 − ε22ε

2
31 − ε33ε

2
12 + 2ε12ε23ε31. (1.38)

Рассматривая также три случая нагружения тонкостенного трубчатого
образца, можно получить:
1) одноосное растяжение (сжатие)

Tε =

{
ε11 0 0
0 ε22 0
0 0 ε33

}
(ε33 = ε22), (1.39)
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Здесь δij — символ Кронекера (δij = 1 при i = j; δij = 0 при i �= j);
σ0 = σii/3 — среднее напряжение; sij — девиатор напряжений. Таким
образом, компоненты девиатора напряжений определяются по формуле

sij = σij − σ0δij . (1.16)

Девиатор напряжений Dσ имеет следующие инварианты:

I1(Dσ) = sii = 0, (1.17)

I2(Dσ) = 1
2
sijsij , (1.18)

I3(Dσ) = 1
3
sijsjkski. (1.19)

Или, раскрывая формулы (1.18) и (1.19), можно получить следующие
выражения для второго и третьего инвариантов девиатора напряжений:

I2(Dσ) = 1
2

(s211 + s222 + s233) + s212 + s223 + s231, (1.20)

I3(Dσ) = s11s22s33 − s11s
2
23 − s22s

2
31 − s33s

2
12 + 2s12s23s31. (1.21)

В теории напряжений вводится важное понятие интенсивности напря-
жений, характеризующей уровень напряжённого состояния,

σu = [3I2(Dσ)]1/2 =
(
3
2
sijsij

)1/2
. (1.22)

Рассматривается также параметр, характеризующий вид напряжённого
состояния,

μ = 27
2

I3(Dσ)

[3I2(Dσ)]3/2
(μ ∈ [−1;+1]) . (1.23)

При одноосных сжатии, кручении и растяжении параметр вида напря-
жённого состояния, соответственно, равен: −1, 0 и +1.
Рассматривая также три случая нагружения тонкостенного трубча-

того образца, можно получить:
1) одноосное растяжение (сжатие)

Dσ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2
3
σ11 0 0

0 −1
3
σ11 0

0 0 −1
3
σ11

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ , (1.24)

σu = |σ11|, μ = +1 (−1); (1.25)

2) кручение

Dσ =

{
0 σ12 0
σ21 0 0
0 0 0

}
, (1.26)

σu =
√
3 |σ12| , μ = 0; (1.27)
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3) обобщённое плоское состояние

Dσ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2σ11
3

− σ22 + σ33
3

σ12 0

σ21
2σ22
3

− σ11 + σ33
3

0

0 0
2σ33
3

− σ11 + σ22
3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ , (1.28)
σu = (σ211 + σ222 + σ233 − σ11σ22 − σ22σ33 − σ33σ11 + 3σ212)

1/2, (1.29)

μ = 1

(σu)3

[
σ311 + σ322 + σ333 − 9

2
σ(σ11σ22 + σ22σ33 + σ33σ11 − 3σ212)

]
.

(1.30)

§ 3. Тензор деформаций и его инварианты

Деформированное состояние в точке тела определяется [11, 12]
тензором деформаций

Tε =

{
ε11 ε12 ε13
ε21 ε22 ε23
ε31 ε32 ε33

}
= εij , (i, j = 1, 2, 3) . (1.31)

Тензор деформаций является [1, 2] симметричным тензором,

εij = εji (i, j = 1, 2, 3; i �= j) . (1.32)

Тензор деформаций имеет следующие инварианты:

I1(Tε) = εii, (1.33)

I2(Tε) = 1
2
εijεij − 1

2
(εkk)2, (1.34)

I2(Tε) = 1
3
εijεjkεki − 1

2
εijεij(εkk) + 1

6
(εkk)3. (1.35)

На основе формул (1.33)–(1.35) можно получить следующие выраже-
ния для инвариантов тензора деформаций:

I1(Tε) = ε11 + ε22 + ε33, (1.36)

I2(Tε) = −ε11ε22 − ε22ε33 − ε33ε11 + ε212 + ε223 + ε231, (1.37)

I3(Tε) = ε11ε22ε33 − ε11ε
2
23 − ε22ε

2
31 − ε33ε

2
12 + 2ε12ε23ε31. (1.38)

Рассматривая также три случая нагружения тонкостенного трубчатого
образца, можно получить:
1) одноосное растяжение (сжатие)

Tε =

{
ε11 0 0
0 ε22 0
0 0 ε33

}
(ε33 = ε22), (1.39)
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I1(Tε) = ε11 + ε22 + ε33,

I2(Tε) = −ε11ε22 − ε22ε33 − ε33ε11,

I3(Tε) = ε11ε22ε33;

(1.40)

2) кручение

Tε =

{
0 ε12 0
ε21 0 0
0 0 0

}
, (1.41)

I1(Tε) = 0, I2(Tε) = ε212, I3(Tε) = 0; (1.42)

3) обобщённое плоское состояние

Tε =

{
ε11 ε12 0
ε21 ε22 0
0 0 ε33

}
, (1.43)

I1(Tε) = ε11 + ε22 + ε33,

I2(Tε) = −ε11ε22 − ε22ε33 − ε33ε11 + ε212,

I3(Tε) = ε11ε22ε33 − ε33ε
2
12.

(1.44)

§ 4. Девиатор деформаций и его инварианты

Тензор деформаций разлагается [11, 12] на шаровой тензор и деви-
атор

Tε =

{
ε0 0 0
0 ε0 0
0 0 ε0

}
+

{
e11 e12 e13
e21 e22 e23
e31 e32 e33

}
= ε0δij + eij . (1.45)

Здесь ε0 = εii/3 — средняя деформация; eij — девиатор деформаций.
Таким образом компоненты девиатора деформаций определяются по
формуле

eij = εij − ε0δij . (1.46)

Девиатор деформаций Dε имеет следующие инварианты:

I1(Dε) = eii = 0, (1.47)

I2(Dε) = 1
2
eijeij , (1.48)

I3(Dε) = 1
3
eijejkeki. (1.49)

Или, раскрывая формулы (1.48) и (1.49), можно получить выражения
для второго и третьего инвариантов девиатора деформаций:

I2(Dε) = 1
2

(e211 + e222 + e233) + e212 + e223 + e231, (1.50)

I3(Dε) = e11e22e33 − e11e
2
23 − e22e

2
31 − e33e

2
12 + 2e12e23e31. (1.51)
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В теории деформаций вводится важное понятие интенсивности дефор-
маций, характеризующей уровень деформированного состояния,

εu =
[
4
3
I2(Dε)

]1/2
=

(
2
3
eijeij

)1/2
. (1.52)

Рассматривая также три случая нагружения тонкостенного трубчатого
образца, можно получить:
1) одноосное растяжение (сжатие)

Dε =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
e11 0 0

0 −1
2
e11 0

0 0 −1
2
e11

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2
3

(ε11 − ε22) 0 0

0 −1
3

(ε11 − ε22) 0

0 0 −1
3

(ε11 − ε22)

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ , (1.53)

εu = |e11| = 2
3
|ε11 − ε22|; (1.54)

2) кручение

Dε =

{
0 ε12 0
ε21 0 0
0 0 0

}
, (1.55)

εu = 2√
3
|ε12|; (1.56)

3) обобщённое плоское состояние

Dε =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2ε11
3

− ε22 + ε33
3

ε12 0

ε21
2ε22
3

− ε11 + ε33
3

0

0 0
2ε33
3

− ε11 + ε22
3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭, (1.57)

εu = 2
3

(ε211 + ε222 + ε233 − ε11ε22 − ε22ε33 − ε33ε11 + 3ε212)
1/2. (1.58)




