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Ïðåäèñëîâèå
Òåîðèÿ íåïðåðûâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ëåæèò íà ñòûêå äâóõ áîëüøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí �

àëãåáðû è àíàëèçà. Åå îñíîâû çàëîæèë â êîíöå XIX â. íîðâåæñêèé ìà-

òåìàòèê Ñîôóñ Ëè (1842�1899). Âàæíîñòü âêëàäà Ëè â ñîâðåìåííóþ

òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëîæíî ïåðåîöåíèòü: îí îáíàðó-

æèë, ÷òî âñå ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàçíûõ âèäîâ îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îñíîâàíû íà èíâàðèàíòíîñòè êàæ-

äîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ãðóïïû ïðåîáðà-

çîâàíèé. Ýòè ãðóïïû, òåïåðü èçâåñòíûå êàê ãðóïïû Ëè, îêàçàëè âëèÿíèå

íà ìíîãèå îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé íàóêè: îò ÷èñòîé àëãåáðû

äî ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Êðîìå òîãî, Ñîôóñ Ëè

ñîçäàë è ïåðâûì èñïîëüçîâàë ìåõàíèçìû ðåäóêöèè, êîãäà ðåøåíèå èñ-

ñëåäóåìîãî óðàâíåíèÿ èùåòñÿ â âèäå ñïåöèàëüíîé ïîäñòàíîâêè, êîòîðàÿ

ñâîäèò äàííîå óðàâíåíèå ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ìåíüøèì

êîëè÷åñòâîì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

Ðàçâèòèå òåîðåòèêî-ãðóïïîâûõ ìåòîäîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â XX â. ñâÿçàíî ñ ðàáîòàìè àêàäåìèêà Ë.Â. Îâñÿííèêîâà [1,2] è

åãî ó÷åíèêîâ [3�8]. Ïîñëå âûõîäà â ñâåò ìîíîãðàôèè Ë.Â. Îâñÿííèêîâà

[2] â ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêå îêîí÷àòåëüíî ñôîðìèðîâàëîñü íàïðàâëåíèå,

ïîëó÷èâøåå íàçâàíèå ãðóïïîâîé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé .

Ñ ïîìîùüþ ýòîé êðàñèâîé è â èçâåñòíîé ñòåïåíè çàêîí÷åííîé òåîðèè

ìîæíî îïèñàòü îáùóþ ñòðóêòóðó ñåìåéñòâà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî óðàâíåíèÿ; âûäåëèòü îïðåäåëåííûå êëàññû ðåøåíèé, îòûñêàíèå êîòî-

ðûõ â êàêîì-ëèáî ñìûñëå ïðîùå ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ðåøåíèåì; ïî-

ñòðîèòü çàêîíû ñîõðàíåíèÿ; âûâåñòè íîâûå ðåøåíèÿ èç óæå èçâåñòíûõ.

Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì òåîðèè ÿâëÿåòñÿ åå ïðèìåíèìîñòü ê ðàçëè÷-

íûì óðàâíåíèÿì íåçàâèñèìî îò èõ òèïà, ïîðÿäêà è ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè.

Èç çàðóáåæíûõ ðàáîò, ïîäðîáíî îïèñûâàþùèõ òåîðèþ è ìåòîäû ãðóïïî-

âîãî àíàëèçà, ñòîèò îòìåòèòü êíèãó Ï.Îëâåðà [9].

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî èçëîæåíèþ îñíîâ òåîðåòèêî-ãðóïïî-

âîãî àíàëèçà äëÿ ñòóäåíòîâ ÈÌèÔÈ ÑÔÓ. Ïðèâåäåíû îñíîâíûå òåîðå-

ìû ñ äîêàçàòåëüñòâàìè, äàíû ïîíÿòèÿ ãðóïïû è àëãåáðû ïðåîáðàçîâà-

íèé, îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ. Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ñî-
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ïðîâîæäàåòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïðèìåðîâ, ÷òî ïîçâîëèò ÷èòàòåëþ

áûñòðåå îâëàäåòü óäîáíîé òåõíèêîé èññëåäîâàíèÿ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïîñîáèå ñîñòîèò èç âîñüìè ãëàâ. Â ïåðâîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ òåî-

ðåòè÷åñêèå îñíîâû îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé, äàåòñÿ

ïîíÿòèå èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà, ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ

òåîðåìà Ëè, ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ãðóïïîâîãî èíâàðèàíòà. Öåëüþ âòî-

ðîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ îáó÷åíèå âû÷èñëåíèþ äîïóñêàåìîé ãðóïïû ïðåîá-

ðàçîâàíèé íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòè. Äàþòñÿ

ôîðìóëû äëÿ ïðîäîëæåíèé èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà, îïèñûâàåò-

ñÿ ïðîöåññ ðàñùåïëåíèÿ ïîëó÷åííûõ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé. Òðåòüÿ

ãëàâà ïîñâÿùåíà òåîðèè àëãåáð Ëè è ïîðîæäàåìûì èìè ìíîãîïàðàìåò-

ðè÷åñêèì ãðóïïàì. Â ÷åòâåðòîé è ïÿòîé ãëàâàõ èçëàãàåòñÿ ïðîöåññ ïî-

ñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíûõ è ÷àñòè÷íî-èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé äëÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîïóñêàþùèõ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé. Ââåäå-

íû ïîíÿòèÿ ðàíãà è äåôåêòà ÷àñòè÷íî-èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ. Àíàëè-

çó çàäà÷è ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè ïîñâÿùåíà ãëàâà øåñòàÿ. ×åòêèé

àëãîðèòì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ñîïðîâîæäàåòñÿ òùàòåëüíî ðàçîáðàí-

íûì ïðèìåðîì äëÿ óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòè. Â ñåäüìîé

è âîñüìîé ãëàâàõ îïèñûâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ãðóïïîâîãî àíàëèçà äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî

è âòîðîãî ïîðÿäêîâ. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ îáùåãî âèäà

îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî äîïóñêàåìîé ãðóïïå

ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïðè ïîäãîòîâêå äàííîãî ïîñîáèÿ àâòîðû â îñíîâíîì îïèðàëèñü íà

ðàáîòû Ë.Â. Îâñÿííèêîâà [1,2] è Í.Õ.Èáðàãèìîâà [10,11]; èñïîëüçîâàëè

íåêîòîðûå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ èç ïîñîáèé [12,13]; à òàêæå ðóêîâîäñòâî-

âàëèñü ëè÷íûì îïûòîì è îïûòîì êîëëåã [14�19], íàêîïëåííûì â ðåçóëü-

òàòå ïîñòîÿííîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðåòèêî-ãðóïïîâûõ ìåòîäîâ â èññëåäî-

âàíèÿõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ óðàâíåíèé äèíàìèêè æèäêîñòåé.
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1. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû ïðåîáðàçî-

âàíèé

Öåëü ãëàâû. Èçëàãàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû îäíîïàðàìåò-

ðè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé: ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, äà-

þòñÿ ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëè, êðèòåðèÿ èíâàðè-

àíòíîñòè, òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé â òåðìèíàõ

èíâàðèàíòîâ, äåìîíñòðèðóåòñÿ ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ ãðóïï ïðåîáðà-

çîâàíèé, óêàçûâàåòñÿ èõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëè ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòà-

öèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå T : z′(x) = f(z), z(x) = (z1, ..., zn),

z′(x) = (z′1, ..., z′n) ∈ Rn � òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ñ÷èòàåì, ÷òî

ïðåîáðàçîâàíèå îáðàòèìî. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå åñòü T−1 : z′ → z,

T−1T = I � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Íà ìíîæåñòâå ïðåîáðàçîâà-

íèé {T} ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà

{Ta} :

Ta : z
′ = f(z, a), (1.1)

ãäå a � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, a ∈ ∆ ⊂ R, ∆ � èíòåðâàë.

Êàæäîìó a ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå Ta ñåìåéñòâà {Ta} . Áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a = 0 ñîîòâåòñòâóåò T0 = I ∈ {Ta} òîæäåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå, ëþáîìó a ̸= 0, a ∈ ∆, ñîîòâåòñòâóåò Ta ̸= I . Åñëè îêà-

æåòñÿ, ÷òî Ta0 = I ïðè a0 ̸= 0, a0 ∈ ∆, òî óñëîâèå T0 = I äîñòèãàåòñÿ

ñäâèãîì ïàðàìåòðà a = a + a0. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî åñëè {Ta} ⊃ Ta, òî

{Ta} ⊃ T−1
a � îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå è TaT

−1
a = T−1

a Ta = T0 = I . Ïà-

ðàìåòð, ñîîòâåòñòâóþùèé îáðàòíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, áóäåì îáîçíà÷àòü

a−1, òàê ÷òî T−1
a = Ta−1.

Ïðèìåð 1.1. Ïðåîáðàçîâàíèå ðàñòÿæåíèÿ Ta∗ : z′ = a∗z. Îíî ÿâëÿåòñÿ

òîæäåñòâåííûì ïðè a∗0 = 1. Ñäâèã ïàðàìåòðà a∗0 = 1 + a ïðèâîäèò ê

ïðåîáðàçîâàíèÿì

Ta : z
′ = z + az. (1.2)

Î÷åâèäíî, ÷òî T0 = I. Ïðè a−1 = −a/(1 + a), îïðåäåëåíî îáðàòíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå Ta−1 ê Ta è −1 < a <∞.
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Âîçüìåì a, b ∈ ∆ è ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ta : z
′ = z + az; Tb : z

′′ = z′ + bz′.

Òîãäà TbTa : z
′′ = z′ + bz′ = z + az + b(z + az) = z + (a + b + ab)z, ò. å.

TbTa = Tc, ãäå c = a+ b+ ab ∈ ∆.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.2) îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ

ãðóïïó. Â îáùåì ñëó÷àå ñ÷èòàþò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.1) îáðàçóþò îä-

íîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó, åñëè, ïîìèìî ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ, îíè

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

TbTa = Tφ(a,b), (1.3)

φ(a, b) � äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèìåðû, êîãäà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé

íå îáðàçóþò ãðóïïó:

Ïðèìåð 1.2. z′ = z + az2, òîãäà z′′ = z′ + bz′2 = z + az2 + b(z + az2)2 ̸=
̸= z + φ(a, b)z2.

Ïðèìåð 1.3. z′ = z + a
z ⇒ z′′ = z′ + b

z′ = z + a
z +

bz
z2+a ̸= z + φ(a,b)

z .

Ïóñòü âûïîëíåíî ãðóïïîâîå ñâîéñòâî (1.3) è ¾íà÷àëüíîå¿ óñëîâèå

T0 = I . Òîãäà T0Ta = Ta, TbT0 = Tb, îòêóäà ñëåäóåò

φ(a, 0) = a, φ(0, b) = b. (1.4)

Íàïðèìåð, äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.2) φ(a, b) = a + b + ab è î÷åâèäíî,

÷òî óñëîâèÿ (1.4) âûïîëíåíû. Äðóãîé ïðèìåð � ãðóïïà ïåðåíîñîâ âäîëü

îñè x :

Ïðèìåð 1.4. x′ = x + a, x′′ = x′ + b = x + a + b ⇒ φ(a, b) = a + b,

a−1 = −a.

Èòàê, îñíîâíûå ñâîéñòâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû:

1) åñëè Ta, Tb ∈ {Ta} , òî TbTa ∈ {Ta} (çàìêíóòîñòü óìíîæåíèÿ â ãðóïïå);
2) T0 = I ∈ {Ta} (èëè Ta0 = I ∈ {Ta}) (ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû);
3) T−1

a = Ta−1, Ta−1Ta = I (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà);

4) Tc(TbTa) = (TcTb)Ta (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ).
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Â òåîðèè ãðóïï ýòè ñâîéñòâà êëàäóòñÿ â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ ãðóï-

ïû, íî çäåñü èìååòñÿ åùå íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà (ýòî

õàðàêòåðíàÿ ÷åðòà ãðóïï Ëè).

Ïóñòü Rn � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî òî÷åê z = (z1, . . . , zn), ∆ �

èíòåðâàë â R, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ëîêàëüíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé Ëè ëî-

êàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà Rn íàçûâàåòñÿ òàêîå ñåìåé-

ñòâî ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé f : Rn × ∆ → Rn, êîòîðîå îáëàäàåò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) f(z, 0) = z, ∀z ∈ Rn;

2) äëÿ ∀a, b, a+ b ∈ ∆, z ∈ Rn

f(f(z, a), b) = f(z, a+ b); (1.5)

3) åñëè a ∈ ∆, f(z, a) = z äëÿ ∀z ∈ Rn, òî a = 0;

4) f ∈ C∞(Rn ×∆).

Çàìå÷àíèå. Çäåñü äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ TbTa : f(f(z, a), b) = f(z, φ(a, b))

äëÿ ∀a, b, φ(a, b) ∈ ∆. Â (1.5) âçÿòà ôóíêöèÿ φ(a, b) = a + b, a−1 = −a.
Íà ñàìîì äåëå ëþáîé çàêîí óìíîæåíèÿ φ(a, b) â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé

ãðóïïå ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê âèäó (1.5) ïóòåì ïåðåïàðàìåòðèçàöèè.

Ëîêàëüíóþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Ëè ëîêàëüíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé áóäåì îáîçíà÷àòü G1. Êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå fa ∈ G1, a ∈ ∆,

â êîîðäèíàòíîé çàïèñè äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

fa : z
′i = f i(z, a), i = 1, n. (1.1 ′)

Åñëè ïàðàìåòðû a ∈ ∆r, ãäå ∆r � îêðåñòíîñòü íóëÿ â Rr, òî ïîëó÷à-

åì îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé r-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû Ëè Gr ëîêàëüíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé f : Rn ×∆r → Rn (z′ = f(z, a1, . . . , ar)).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f ∈ G1 ôèêñèðóåì òî÷êó z ∈ Rn.

Îòîáðàæåíèå fz : ∆ → Rn îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ êðèâóþ fz(∆) â Rn+1,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îðáèòîé òî÷êè z.
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Îïðåäåëåíèå 1.3. Âåêòîðíîå ïîëå ξ : Rn → Rn, îïðåäåëÿåìîå ôîðìó-

ëîé

ξ(z) =
∂f(z, a)

∂a

∣∣∣∣
a=0

, (1.6)

íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì ãðóïïû G1.

Âåêòîð ξ(z) = (ξ1(z), ξ2(z), . . . , ξn(z)) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê îðáèòå

fz(∆) â òî÷êå z.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(z, a) â ðÿä Òåéëîðà ïî ïàðàìåòðó a â îêðåñò-

íîñòè a = 0. Ïî óñëîâèþ f(z, 0) = z, ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå (1.1) çàïè-

øåì â âèäå

z′ = z + ξ(z)a+ o(a). (1.7)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî äâóìÿ ïåðâûìè ñëàãàåìûìè

ðàçëîæåíèÿ (1.7) îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ôóíêöèÿ f(z, a), óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ ãðóïïîâîìó ñâîéñòâó (1.5). Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ãðóïïà G1 îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñâîèì êàñàòåëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì ξ(z).

Òåîðåìà 1.1 (Ëè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z, a) óäîâëåòâîðÿåò ãðóïïîâî-

ìó ñâîéñòâó (1.5) , è èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå (1.7) . Òîãäà f(z, a) ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî

ïîðÿäêà (íàçûâàåìîãî óðàâíåíèåì Ëè) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

df

da
= ξ(f), f |a=0 = z. (1.8)

Îáðàòíî: ïóñòü ξ(z) � ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå, òîãäà

îòîáðàæåíèå f, ïîñòðîåííîå êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.8) (ðåøå-

íèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî), ïîðîæäàåò ëîêàëüíóþ îäíîïàðàìåò-

ðè÷åñêóþ ãðóïïó Ëè G1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Ïóñòü âûïîëíåíî (1.5): f(f(z, a), b) = f(z, a + b),

∀a, b, a + b ∈ ∆, z ∈ Rn. Ïðèäàäèì ïàðàìåòðó a ïðèðàùåíèå ∆a : ïîëî-

æèì b = ∆a, f(z, a+∆a) = f(f(z, a),∆a). Âûäåëèì ãëàâíóþ ëèíåéíóþ

÷àñòü ïî ∆a:

f(z, a+∆a) = f(z, a) +
∂f

∂a
∆a+ o(∆a),

f(f(z, a),∆a) = f(z, a) +
∂f(f(z, a),∆a)

∂(∆a)

∣∣∣∣
∆a=0

·∆a+ o(∆a).
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Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ, ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû

ïðè ∆a :
∂f(z, a)

∂a
=
∂f(f(z, a),∆a)

∂(∆a)

∣∣∣∣
∆a=0

(1.6)
= ξ(f(z, a)).

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå Ëè (1.8).

⇐ Ïóñòü f(z, a) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.8). Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå ïà-

ðàìåòðà a (áëèçêîå ê a = 0, ïîñêîëüêó ðåøåíèå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü

ëèøü ëîêàëüíî) è ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè:

u(b) = f(z′, b) ≡ f(f(z, a), b); v(b) = f(z, a+ b).

Äëÿ íèõ â ñèëó óðàâíåíèÿ Ëè (1.8) èìååì

du

db
=
df(z′, b)

db

(1.8)
= ξ(f(z′, b)) = ξ(u), u|b=0 = f(z′, 0) = z′ = f(z, a);

dv

db
=
df(z′, a+ b)

db

(1.8)
= ξ(f(z′, a+ b)) = ξ(v), v|b=0 = f(z, a).

Òàêèì îáðàçîì, u(b) è v(b) óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó è òîìó æå îáûêíî-

âåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà è îäèíàêîâûì

íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñëå-

äóåò, ÷òî u(b) = v(b), ò. å. âûïîëíåíî ãðóïïîâîå ñâîéñòâî (1.5).

Ïðèìåð 1.5. Ãðóïïà ïåðåíîñîâ x′ = x+a èìååò âåêòîðíîå ïîëå ξ(x) = 1.

Óðàâíåíèå Ëè áóäåò dx′

da = 1.

Ïðèìåð 1.6. Ïóñòü ξ(x) = x ∈ R. Çàäà÷à (1.8) èìååò âèä dx′

da = x′,

x′|a=0 = x. Åå ðåøåíèå x′ = eax äàåò ãðóïïó ðàñòÿæåíèé ñ îòëè÷íûì îò

(1.2) ïàðàìåòðîì.

Ïðèìåð 1.7. Åñëè íà ïëîñêîñòè (x, y) çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå ξ(x, y) =

= (x, 2y), òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.8)

dx′

da
= x′, x′|a=0 = x;

dy′

da
= 2y′, y′|a=0 = y

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè x′ = eax, y′ = e2ay, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ãðóïïó ðàñ-

òÿæåíèé.
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Ïðèìåð 1.8. Ïóñòü ξ(x, y) = (x2, xy). Òîãäà óðàâíåíèå (1.8) ïðåäñòàâè-

ìî â âèäå

dx′

da
= x′2, x′|a=0 = x,

dy′

da
= x′y′, y′|a=0 = y.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïîëó÷èì îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðîåêòèâ-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

Ta : x′ =
x

1− ax
, y′ =

y

1− ax
. (1.9)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.9) óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó (1.5),

TbTa = Ta+b :

x′′ =
x

1− (a+ b)x
, y′′ =

y

1− (a+ b)x
. (1.9 ′)

Ïîñëåäíèé ïðèìåð èíòåðåñåí òåì, ÷òî îí èëëþñòðèðóåò îäíî èç

ñâîéñòâ ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé � èõ ëîêàëüíûé õàðàêòåð. Ïóñòü âåêòîð-

íîå ïîëå (x, y) = (1, 1). Òîãäà x′ = 1/(1− a), y′ = 1/(1− a). Âèäíî, ÷òî

a ∈ ∆ = (−∞, 1). Èç (1.9 ′): x′′ = 1/(1−(a+b)), y′′ = 1/(1−(a+b)). ßñíî,

÷òî åñëè a, b ∈ ∆, òî ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê íåäîïóñòèìîìó çíà÷åíèþ, êî-

ãäà a+b ≥ 1 (íàïðèìåð, Ta è Tb îïðåäåëåíû ïðè a = 1/4, b = 3/4, íî TbTa

� íå îïðåäåëåíî). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåìíîæàòü ìîæíî òîëüêî òå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ïîäûíòåðâàëó ∆′ èíòåðâàëà

∆. Â íàøåì ñëó÷àå TbTa îïðåäåëåíî, åñëè a, b ∈ ∆′ = (−∞, 1/2) ⊂ ∆.

Äëÿ TcTbTa c, b, a ∈ ∆′′ = (−∞, 1/3) ⊂ ∆′ è ò. ä. Ýòî ãîâîðèò î òîì,

÷òî óðàâíåíèå Ëè (1.8) îïðåäåëÿåò íå ãðóïïó, à ëîêàëüíóþ ãðóïïó, â òîì

ñìûñëå, ÷òî â ñåìåéñòâå {Ta} ïðåîáðàçîâàíèé (1.1) óìíîæåíèå TbTa âîç-

ìîæíî íå ïðè âñåõ a, b ∈ ∆, à òîëüêî äëÿ a, b èç ïîäûíòåðâàëà ∆′ ⊂ ∆,

ñîäåðæàùåãî a = 0. Ïðè÷åì ∆′ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî âñÿêîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ta, a ∈ ∆′, îáëàäàåò îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì T−1
a = Ta−1 ñ

a−1 ∈ ∆′. Ýòîò æå ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî îñíîâíîé èíòåðâàë ∆ ìîæåò

çàâèñåòü îò ïðåîáðàçóåìîé òî÷êè z íåïðåðûâíûì îáðàçîì.

Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î ïðèâåäåíèè ãðóïïîâîãî çàêîíà ê âèäó (1.5).

Òåîðåìà 1.2. Âñÿêàÿ ëîêàëüíàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Ëè ëî-

êàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ãðóïïîâûì çàêîíîì (1.3) TbTa = Tφ(a,b) ïóòåì

ïåðåïàðàìåòðèçàöèè ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ãðóïïå ñ çàêîíîì (1.5)

11


