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Глава 1

ОСНОВАНИЯ МАТЕМАТИКИ

.. О ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòè

«Точные науки» отличаются от «социо-гуманитарных» тем, что
в точных науках утверждение можно проверить воспроизводимым
экспериментом либо наблюдением. Роль воспроизводимого наблю-
дения в математике играет доказательство.

Идея доказательства восходит к древним грекам; она дошла
до наших дней практически без изменений. Математическая тео-
рия строится аксиоматически. В основе лежат несколько утвержде-
ний –– аксиом, принятых как нечто абсолютно верное; всё осталь-
ное выводится из аксиом посредством формальной логики.

При таком подходе доказательству подлежат зачастую вещи, ин-
туитивно очевидные. Именно это и называется математической
строгостью.

На протяжении истории стандарты математической строгости
менялись довольно часто. Отказ от строгости в пользу интуиции,
мышления по аналогии и эвристических соображений –– дело не все-
гда вредное. Многие современные математики считают, что при-
нятые в конце XX века стандарты математической строгости (вос-
ходящие к Гильберту и к французской группе Бурбаки) излишни.
Немало об отрицательном влиянии Гильберта и Бурбаки говорил
В. И. Арнольд.

Отчасти он прав –– большинство эвристических соображений
можно довести до математически строгих доказательств посред-
ством рутинной (и не всегда полезной) работы. Эту точку зрения
лучше всего высказали сами Бурбаки («Теория множеств»).

...Математик, желающий убедиться в полной правильно-
сти, или, как говорят, «строгости» доказательства или тео-
рии, отнюдь не прибегает к одной из тех полных формали-
заций, которыми мы сейчас располагаем, и даже большей
частью не пользуется частичными и неполными формализа-
циями, доставляемыми алгебраическим и другими подобны-
ми исчислениями. Обыкновенно он довольствуется тем, что
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приводит изложение к такому состоянию, когда его опыт и
чутье математика говорят ему, что перевод на формализован-
ный язык был бы теперь лишь упражнением (...) в терпении.
Если возникают сомнения, то в конечном счете они отно-
сятся именно к возможности прийти без двусмысленности к
такой формализации –– употреблялось ли одно и то же слово
в разных смыслах в зависимости от контекста, нарушались
ли правила синтаксиса бессознательным употреблением спо-
собов рассуждения, не разрешаемых явно этими правилами,
была ли, наконец, совершена фактическая ошибка. (...) Текст
редактируется, все больше и больше приближаясь к форма-
лизованному тексту, пока, по общему мнению математиков,
дальнейшее продолжение этой работы не станет излишним.

Излишняя увлеченность формальными методами, возможно,
действительно вредна, но в обучении студентов без математиче-
ской строгости не обойтись. Профессиональный математик спо-
собен легко определить, когда эвристическое рассуждение можно
формализовать, т. е. довести до любой требуемой степени матема-
тической строгости; но эту способность можно приобрести, только
упражняясь в получении формально строгих доказательств.

.. О ôîðìàëüíîì ìåòîäå

Формальный метод восходит к Гильберту, который надеялся, что
с его помощью удастся обосновать математику. Его надежды не
оправдались из-за теорем Гёделя о неполноте. Но и сейчас фор-
мальный метод остается простейшим (и лучше всего развитым)
методом построения оснований математики.

Формальная версия математики устроена так. Математическая
теория описывает свойства определенных объектов с помощью ак-
сиом и правил вывода. Сущность этих объектов с формальной точ-
ки зрения неинтересна: по замечанию Гильберта, «следует добить-
ся того, чтобы вместо точек, прямых и плоскостей с равным успе-
хом можно было говорить о столах, стульях и пивных кружках».
Правила вывода суть формальные операции над утверждениями;
верным (доказанным) называется такое утверждение, которое мож-
но вывести из аксиом.

22



1.2. О формальном методе

Давид Гильберт (David Hilbert, 1862––1943)

Формальный метод подразумевает, что никакой связи между
математическим миром и миром, окружающим нас, нет вовсе. В
качестве базовых понятий и аксиом можно брать что угодно. Для
того чтобы этот метод обоснования математики считался действен-
ным, необходимо (как минимум) доказать, что из использованного
набора аксиом нельзя получить противоречия: иначе в этой тео-
рии будет верно любое утверждение. Действительно, «импликация
с ложной посылкой истинна». Это свойство системы аксиом назы-
вается непротиворечивостью.

Также нужно доказать, что любое утверждение можно доказать
либо опровергнуть исходя из аксиом. Это свойство теории называ-
ется полнотой. В противном случае формальное описание матема-
тических объектов неадекватно их сущности.

Дело в том, что математическим объектам можно приписать
реальность безотносительно к аксиомам, которые ими описывают-
ся. Скажем, аксиомы арифметики описывают теорию чисел, науку
о решении диофантовых уравнений (уравнений в целых числах).
Утверждение «полиномиальное уравнение P(t1, t2, ‌, tn)= 0 не име-
ет целочисленных решений t1, ‌, tn» может выводиться из аксиом
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арифметики (аксиом Пеано), а может и не выводиться. Во втором
случае может оказаться, что уравнение имеет решения. Может слу-
читься и так, что из аксиом арифметики невозможно вывести ни
наличия, ни отсутствия решений 1.

Когда в какой-то теории есть утверждение Q, которое нельзя
вывести из аксиом, и при этом нельзя вывести из аксиом его от-
рицание «не Q», эта система аксиом называется неполной.

«Математической реальности» такая система аксиом, очевидно,
неадекватна. Действительно, предположим, что исходя из аксиом
Пеано нельзя ни доказать, ни опровергнуть утверждение Q «поли-
номиальное уравнение P(t1, t2, ‌, tn)=0 не имеет целочисленных
решений t1, ‌, tn». В этой ситуации уравнение P(t1, t2, ‌, tn)= 0
таки не имеет решений, ибо, если бы такое решение было, мы бы
могли его подставить в уравнение и получить теорему «Q ложно».

В этой ситуации разговор о числах, апеллирующий к утили-
тарному пониманию числа, гораздо содержательнее разговора о
формальных аксиомах и следствиях. Действительно, формально по-
лучить Q как следствие аксиом нельзя, ибо теория неполна; но Q
тем не менее верно, что ясно из невозможности его опровергнуть
(у уравнения либо нет решений, либо они есть –– третьего не дано).

Гильберт надеялся, что система аксиом Пеано (и шире –– систе-
ма аксиом теории множеств, лежавшей в основе математики того
времени) полна и непротиворечива. Доказательство этого фактиче-
ски доказало бы эквивалентность формального метода и утилитар-
ного (основанного на естественно-научной интуиции) представле-
ния о числах и о математике.

Этого не случилось.
К концу 1920-х гг. формальная программа Гильберта близилась к

завершению. В 1930 г. польский математик Альфред Тарский развил
систему аксиом для элементарной геометрии, более формальную и
строгую, чем у Гильберта, и доказал, что эта система аксиом полна
и непротиворечива.

Но в самом начале 1930-х гг. совершенно неожиданно Курт Гё-
дель доказал две теоремы о неполноте, которые не оставили камня
на камне от программы Гильберта.

1 Это утверждение известно как «Десятая проблема Гильберта». Оно было доказано
Юрием Матиясевичем в 1970 году.
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Гёдель доказал, что ни одна достаточно богатая (например, со-
держащая среди своих аксиом аксиомы Пеано) формальная теория
не может быть полна; также он доказал, что доказательство ее
непротиворечивости получить невозможно.

Курт Гёдель (Kurt Gödel, 1906––1978)

Формальный метод потерпел поражение, а аксиоматическое по-
строение математики было значительно дискредитировано.

.. Тåîðèÿ ìíîæåñòâ è åå àêñèîìàòèçàöèÿ

Дополнительную остроту кризису придавали парадоксы теории
множеств. Дело в том, что в представлении Гильберта и современ-
ных ему математиков естественным фундаментом для математики
могла быть только теория множеств, разработанная Кантором в
конце XIX века. Но в начале XX века в теории множеств обнаружи-
лись неустранимые противоречия.

«Наивная теория множеств» имеет дело с множествами –– лю-
быми совокупностями объектов, которые называются «элементами
множества». Утверждение «x является элементом X» записывается
как x∈ X . Его отрицание записывается как x /∈ X .

Можно говорить о «множестве всех последовательностей эле-
ментов данного множества», «множестве всех букв алфавита»,
«множестве всех слов из букв данного алфавита» и проделывать
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над такими множествами естественные операции (пересечения,
объединения и т. п.). Подмножеством множества X называется лю-
бое множество X ′, обладающее тем свойством, что все элементы X ′

являются элементами X . Тот факт, что X ′ является подмножеством
множества X , записывается как X ′⊂ X .

«Пустое множество» (обозначается ∅) не имеет элементов во-
все.

Кантор не добивался абсолютной строгости в теории множеств.
Первая попытка построить теорию множеств строго и аксиомати-
чески принадлежала Готлобу Фреге, который предполагал, что по-
лучится логически вывести всю математику из самоочевидных по-
стулатов теории множеств (этот подход к основаниям математики
называется «логицизмом»). Построенную Фреге теорию называют
«наивной теорией множеств». Она неверна (содержит противоре-
чия).

Самое простое из противоречий наивной теории множеств было
обнаружено Бертраном Расселом в 1901 году. Рассмотрим множе-
ство A всех множеств X , не являющихся собственным элементом.
Будет ли A принадлежать A? Если A не принадлежит A, то A должно
быть своим элементом, т. е. формальным следствием утверждения
A /∈ A является A∈ A.

Этот парадокс –– форма хорошо известного «парадокса цирюль-
ника». В одном селе живет цирюльник X., который бреет всех жи-
телей, кроме тех, которые бреют себя сами. Бреет ли цирюльник X.
сам себя?

Со времен Рассела получено множество парадоксов наивной тео-
рии множеств. Они все сводятся, грубо говоря, к тому, что строится
«слишком большое» множество, которое и приводит к парадоксам.

Рассел и Уайтхед построили версию теории множеств, свобод-
ную от известных парадоксов, но она оказалась неудобна. Более
удобная версия аксиоматической теории множеств была разрабо-
тана Э. Цермело в 1908 году. В 1922 г. А. Френкель дополнил эту
систему аксиом; современная версия аксиоматической теории мно-
жеств называется система аксиом Цермело––Френкеля (ZF). Отли-
чие этой версии теории множеств от наивной было в том, что
«излишне больших» множеств Цермело и Френкель не допускали.
Их теория оперировала не «всеми» множествами, а только теми,
существование которых можно доказать (вывести из аксиом). Та-
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кие множества конструируются из других множеств посредством
набора четко определенных операций. И парадоксальные объекты,
такие как «множество всех множеств», в системе аксиом Цермело––
Френкеля просто не существуют.

Довольно долго (вплоть до Гёделя) математики надеялись, что
теория множеств Цермело––Френкеля полна и непротиворечива.
Сейчас ясно, что она неполна и, возможно, противоречива (во
всяком случае, непротиворечивость этой системы аксиом доказать
невозможно, и это факт). Тем не менее, в большинстве версий «ос-
нований математики» математика базируется на теории множеств.

В обучении математике нам приходится поступать так же. От-
части это связано с тем, что альтернативные подходы (конструк-
тивная математика, теория категорий и другие) труднее и менее
известны. А отчасти –– с тем, что базовые понятия теории множеств
(отображения, произведение множеств, подмножества, биекции,
классы эквивалентности) необходимы математику в любом случае.

Бурбаки комментируют возможность противоречий в основани-
ях математики таким образом («Теория множеств»).

За 40 лет с тех пор, как сформулировали с достаточной
точностью аксиомы Теории множеств и стали извлекать из
них следствия в самых разнообразных областях математики,
еще ни разу не встретилось противоречие, и можно с основа-
нием надеяться, что оно и не появится никогда.

Если бы дело и сложилось иначе, то, конечно, замечен-
ное противоречие было бы внутренне присуще самим прин-
ципам, положенным в основание Теории множеств, а пото-
му нужно было бы видоизменить эти принципы, стараясь
по возможности не ставить под угрозу те части математи-
ки, которыми более других дорожат. И ясно, достичь этого
тем более легко, что применение аксиоматического метода и
формализованного языка позволит формулировать эти прин-
ципы более четко и отделять от них следствия более опреде-
ленно. Впрочем, приблизительно это и произошло недавно,
когда устранили «парадоксы» Теории множеств принятием
формализованного языка... Подобную ревизию следует пред-
принять и в случае, когда этот язык окажется в свою очередь
противоречивым.
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.. Тåðìèíîëîãèÿ è áèáëèîãðàôèÿ

По-английски теория множеств называется set theory, Цермело––
Френкель пишется Zermelo––Fraenkel. В английской версии Вики-
педии основания математики изложены весьма подробно, особен-
но экзотические и альтернативные версии. Популярное изложение
формального метода и его истории есть в «Теории множеств» Бур-
баки. Полезный учебник по теории множеств –– «Теория множеств»
Куратовского и Мостовского. Биография Гильберта –– книга Конс-
танс Рид «Гильберт».

Философские аспекты теорем Гёделя подробно обсуждаются в
книгах Р. Пенроуза «Новый ум короля» («The Emperor’s New Mind»)
и «Тени разума» («Shadows of the Mind»).
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Глава 2

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ

.. Оáîçíà÷åíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ

Г. Кантор определял множество так: «Множество есть многое,
мыслимое нами как единое». Говоря чуть более строго, «множе-
ство –– это единое имя для совокупности всех объектов, обладаю-
щих данным свойством» (тоже Кантор).

В наивной теории множеств множество есть «любая совокуп-
ность объектов, называемых элементами множества». Во избежа-
ние противоречий, которыми славится наивная теория множеств,
это определение придется несколько изменить, отбросив «излишне
большие» классы множеств. Множества равны, если они составле-
ны из одинаковых элементов.

Множество S следует понимать как своего рода черный ящик ––
для каждого объекта x этот черный ящик умеет отвечать на вопрос:
«Принадлежит ли x множеству S?» Больше ничего S делать не умеет.
Два множества равны, или же совпадают, если они отвечают на
этот вопрос одинаково.

Если x принадлежит S, это обозначается x ∈ S или S 3 x, если
не принадлежит, это обозначается x /∈ S. Это обозначение (как и
большинство других обозначений для логических операторов: ∃, ∩,
∪ и так далее) придумал Джузеппе Пеано в конце XIX века. В этих
обозначениях равенство множеств можно записать так:

S1 = S2 ⇔ (∀x : x ∈ S1 ⇔ x ∈ S2),

т. е. множества S1 и S2 равны тогда и только тогда, когда для любо-
го x условие x ∈ S1 равносильно условию x ∈ S2. Значок ∀ обозна-
чает «для каждого», а⇔ –– эквивалентность утверждений («тогда и
только тогда», «равносильно»).

Подмножеством множества S называется множество S1, цели-
ком содержащееся в S. Это обозначается S1 ⊂ S (обозначение вве-
дено Эрнстом Шрёдером в 1890 г.). Используя логические обозначе-
ния, это можно записать так:

S1 ⊂ S⇔ (∀x : x ∈ S1 ⇒ x ∈ S).

29



Глава 2. Основные понятия теории множеств

В этой формуле стрелка ⇒ обозначает импликацию («следователь-
но»). Иногда это же самое записывают как S⊃ S1. Если S2 ⊂ S1 и
S1⊂S2, множества S1 и S2 равны.

Подмножество S1⊂S, не совпадающее с S, называется собствен-
ным подмножеством. Это обозначается так: S1(S.

Пустое множество обозначают ∅; это обозначение впервые по-
явилось у Бурбаки и принадлежит Андре Вейлю.

Множество всех подмножеств множества S обозначается 2S.
Задача 2.1. Пусть S –– конечное множество из s элементов. Дока-

жите, что 2S –– конечное множество из 2s элементов.
Если S1 и S2 –– два множества, то можно говорить об их объедине-

нии S1∪S2 (множестве всех элементов, принадлежащих S1 или S2)
и пересечении S1 ∩ S2 (множестве всех элементов, принадлежащих
S1 и S2). Формально объединение определяется так:

S1∪S2 = {x : (x ∈ S1)∨ (x ∈ S2)}. (2.1.1)

В этой формуле {x : P(x)} обозначает «множество всех x, удовле-
творяющих P(x)» (это обозначение принадлежит Кантору). Симво-
лы ∨ и ∧ означают «или» и «и» (использовать ∨ для обозначения
дизъюнкции первым стал Б. Рассел; вместо «и» Рассел использовал
точку).

Задача 2.2. Запишите S1∩S2 формулой, аналогичной (2.1.1).
Если заданы множества S1 и S2, то можно определить произведе-

ние S1×S2 –– множество всех пар (x, y), где x∈S1, y∈S2.
Дополнение множества A до подмножества B ⊂ A –– множество

всех a∈ A, которые не лежат в B. Дополнение обозначается A\B.

.. Сîîòâåòñòâèÿ è îòîáðàæåíèÿ

Пусть S1, S2 –– множества. Соответствием 1 называется любое
подмножество P⊂S1×S2. Если пара (x, y) принадлежит P, то гово-
рят: «Соответствие P выполнено для пары (x, y)». Это обозначается
P(x, y).

Соответствие обычно задается какой-либо формулой: например,
если S1 = S2 = R –– множество вещественных чисел, то формулы
x< y, x> y, x 6= y задают соответствия.

1 Соответствие иногда называют отношением, или бинарным отношением. Это
синонимы.
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2.2. Соответствия и отображения

Отображением, или функцией f : S1→S2 называется такое соот-
ветствие Γ f ⊂S1×S2, что для каждого x ∈S1 существует единствен-
ный элемент y ∈ S2, удовлетворяющий условию (x, y)∈ Γ f . Множе-
ство Γ f в этой ситуации называется графиком функции f . Значением
функции f на элементе x ∈ S1 называется тот единственный эле-
мент y∈S2, для которого (x, y)∈Γ f . Это обозначается так: y= f (x).

Функцию часто задают формулами: если S1 и S2 –– множества
вещественных чисел, то формулы x→ x2, x→|x|, x→ x +2 задают
отображения.

Следует думать про функцию как про набор правил, ставящих в
соответствие каждому x∈S1 некоторый элемент множества S2.

Отображение из множества в себя называется преобразованием
множества. Тождественное преобразование множества S переводит
каждый элемент x ∈ S в себя. Его график называется диагональю.
Тождественное преобразование S обозначается IdS : S→S.

Если есть две функции f : S1→ S2, g : S2→ S3, то можно опреде-
лить их композицию 1 f ◦ g, ставящую в соответствие элементу x∈S1
элемент g( f (x))∈S3.

Задача 2.3. Пусть f : S1→ S2, g : S2→ S3, h : S3→ S4 –– три функ-
ции. Докажите, что композиция удовлетворяет свойству ассоциа-
тивности

f ◦ (g ◦h) = ( f ◦ g)◦h.

Замечание 2.1. Иногда значок ◦ обозначает композицию отоб-
ражений, примененную в другом порядке: не g( f (x)), а f (g(x)).

Если f (x)= y, то y называется образом элемента x, а x –– прооб-
разом y.

Образом множества S1 (обозначается f (S1)) при отображении
f : S1→ S2 называется множество всех y ∈ S2, которые являются
образами каких-то x∈S1.

Прообраз подмножества R2⊂S2 –– множество всех элементов x∈
∈ S1, переходящих в элементы R2; образ подмножества R1 ⊂ S1 ––
совокупность всех элементов, полученных как образы элементов R1.
Образ подмножества обозначается f (R1), прообраз –– f −1(R2).

Ограничением функции f : S1→ S2 на подмножество R1 ⊂ S1 на-
зывается функция f |R1

: R1→ S2, которая на каждом x ∈ R1 прини-
мает значение f (x).

1 Чаще композицию обоначают g ◦ f . –– Прим. ред.
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