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29.3. �ÅÏÒÅÍÁ ðÆÉÓÔÅÒÁ Ï ÓÕÍÍÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 308äÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ 31330. áÌÇÏÒÉÔÍ ìÅÎÓÔÒÙ{ìÅÎÓÔÒÙ{ìÏ×ÁÓÁ 31330.1. ïÂÝÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ : : : : : : : : : : : : : : : : : : 31330.2. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÒÅÛÅÔËÉ : : : : : : : : : : : : : : : : : 31430.3. òÅÛÅÔËÉ É ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× : : : : : : : : : : : 317ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ 324ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ 331
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1. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ËÏÒÎÅÊ1.1. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ÷ ÔÅ ÄÁ×ÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÁ, ËÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÂÙÌÁ ÓËÕÄÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ, ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÉÌÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ:�íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏn ËÏÒÎÅÊ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ)�. ÷�ÅÒ×ÙÅ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ÁÌ áÌØÂÅÒ ÄÅ öÉÒÁÒ × 1629 Ç., ÎÏ ÏÎ ÄÁÖÅ ÎÅ �ÙÔÁÌÓÑ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÙ-×ÁÔØ. ðÅÒ×ÙÍ ÏÓÏÚÎÁÌ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ äÁÌÁÍÂÅÒ, ÎÏ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (1746) ÎÅ ÂÙÌÏ �ÒÉÚÎÁÎÏÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÙÍ. ó×ÏÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ üÊÌÅÒ (1749), æÏÎÓÅÎÅ(1759) É ìÁÇÒÁÎÖ (1771), ÎÏ É ÜÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÂÙÌÉ ÎÅÂÅÚÕ�ÒÅÞÎÙ.ðÅÒ×ÙÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ �ÏÌÕÞÉÌ çÁÕÓÓ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉ×ÅÌ ÔÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (1799,1815 É 1816), Á × 1845 Ç. Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÅÝÅ É ÕÔÏÞÎÅÎÎÕÀ ×ÅÒÓÉÀ Ó×ÏÅÇÏ�ÅÒ×ÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.ïÂÚÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÎÏÎÁÊÔÉ × [�õ℄. íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÏÄÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ. ïÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ òÕÛÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ É ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.1 (òÕÛÅ). ðÕÓÔØ f É g|ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É g|ÚÁÍËÎÕÔÁÑÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ

∣∣f(z)− g(z)∣∣ < ∣∣f(z)∣∣+ ∣∣g(z)∣∣ (1)�ÒÉ ×ÓÅÈ z � g, ÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ËÒÉ×ÏÊ g ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f É g (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒ-ÎÙÅ �ÏÌÑ v(z) = f(z) É w(z) = g(z). éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÉ ×ËÁËÏÊ ÔÏÞËÅ ËÒÉ×ÏÊ g ×ÅËÔÏÒÙ v É w ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏ ÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÏÍ ËÒÉ×ÏÊ g ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ vÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÏÒÏÔÏ× ×ÅËÔÏÒÁ v(z) �ÒÉ �ÏÌÎÏÍ ÏÂÈÏÄÅ ÔÏÞËÉz ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ g. (äÌÑ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÉÎ-ÄÅËÓÁ ÍÙ ÓÏ×ÅÔÕÅÍ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÇÌÁ×Å 6 ËÎÉÇÉ [ðÒ1℄.) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ vt = tv+(1−t)w. ðÒÉ ÜÔÏÍ v0 = w É v1 = v. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ
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× ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ z � g ×ÅËÔÏÒ vt(z) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÒÉ-×ÏÊ g Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÉÎÄÅËÓ ind(t) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ vt. ãÅÌÏÅÞÉÓÌÏ ind(t) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t, �ÏÜÔÏÍÕ ind(t) = onst. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, ÉÎÄÅËÓÙ ËÒÉ×ÏÊ g ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ v É w ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.îÅÓÌÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ËÒÉ×ÏÊ g ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ�ÏÌÑ v ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÎÄÅËÓÏ× ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ v(z) = 0. (éÎÄÅËÓÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ z0 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÉÎÄÅËÓ ËÒÉ×ÏÊ |z − z0| = e, ÇÄÅ e ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ.) äÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ v(z) = f(z) ÉÎÄÅËÓ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉz0 ÒÁ×ÅÎ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÏÒÎÑ z0 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÓÏ×�Á-ÄÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏ× ËÒÉ×ÏÊ g ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ v(z) = f(z)É w(z) = g(z) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ËÒÉ×ÏÊ g ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f É g. 2ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ òÕÛÅ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅ-ÏÒÅÍÕ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÎÏ É �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ f .�ÅÏÒÅÍÁ 1.2. ðÕÓÔØ f(z) = zn+a1zn−1+ : : :+an, ÇÄÅ ai � C . �ÏÇÄÁ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ |z| = 1+maxi |ai| ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ ÒÏ×ÎÏ n ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a = maxi |ai|. íÎÏÇÏÞÌÅÎ g(z) = zn ÉÍÅÅÔ×ÎÕÔÒÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÒÕÇÁ ËÏÒÅÎØ 0 ËÒÁÔÎÏÓÔÉ n. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ |z| = 1 + a, ÔÏ ∣∣f(z)− g(z)∣∣ < ∣∣f(z)∣∣ + ∣∣g(z)∣∣.íÙ ÄÁÖÅ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ∣∣f(z)− g(z)∣∣ < ∣∣g(z)∣∣, Ô. Å.

|a1zn−1 + : : :+ an| < |z|n:ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ |z| = 1 + a, ÔÏ
|a1zn−1 + : : :+ an| 6 a(|z|n−1 + : : :+ 1) = a |z|n − 1

|z| − 1 = |z|n − 1 < |z|n: 2
1.2. �ÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉúÄÅÓØ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÏÛÉ Ï ËÏÒÎÑÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÅÅÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ.
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�ÅÏÒÅÍÁ 1.3 (ëÏÛÉ). ðÕÓÔØ f(x) = xn − b1xn−1 − : : : − bn, ÇÄÅ ×ÓÅÞÉÓÌÁ bi ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, �ÒÉÞÅÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ.�ÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ (ÎÅËÒÁÔÎÙÊ) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊËÏÒÅÎØ p, Á ÍÏÄÕÌÉ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍF (x) = −f(x)xn = b1x + : : :+ bnxn − 1:åÓÌÉ x 6= 0, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x) = 0 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ F (x) = 0.ðÒÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ x ÏÔ 0 ÄÏ +∞ ÆÕÎË�ÉÑ F (x) ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ +∞ÄÏ −1. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ x > 0 ÆÕÎË�ÉÑ F ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊÔÏÞËÅ p. ðÒÉ ÜÔÏÍ

−f ′(p)pn = F ′(p) = − b1p2 − : : :− nbnpn+1 < 0:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, p|ÎÅËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f .ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x0|ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , ÔÏ q == |x0| 6 p. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ q > p. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉF ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F (q) < 0, Ô. Å. f(q) > 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Áxn0 = b1xn−10 + : : :+ bn ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ qn 6 b1qn−1 + : : :+ bn, Ô. Å. f(q) 6 0.ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. 2úÁÍÅÞÁÎÉÅ. �ÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊðÅÒÒÏÎÁ{æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ Ï ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�ÁÈ (�Ï ÜÔÏÍÕ �Ï×ÏÄÕÓÍ. [Wi℄).õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x2n−xn− 1 ÉÍÅÅÔÓÑ n ËÏÒÎÅÊ, ÍÏÄÕÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÙÍÏÄÕÌÀ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÔÅÏÒÅÍÅëÏÛÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÉ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ p, ×ÏÏÂÝÅÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÌØÚÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÉ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÒÏ-ÇÏ ÍÅÎØÛÅ p. îÏ, ËÁË �ÏËÁÚÁÌ ïÓÔÒÏ×ÓËÉÊ, × ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.4 (ïÓÔÒÏ×ÓËÉÊ). ðÕÓÔØ f(x) = xn− b1xn−1− : : :− bn, ÇÄÅ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ bi ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, �ÒÉÞÅÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔÎÕÌÑ. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÏÍÅÒÏ× �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× bi ÒÁ×ÅÎ 1, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ p, Á ÍÏÄÕÌÉ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ p.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ ÔÏÌØËÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ bk1 ;bk2 ; : : : ; bkm (k1 < k2 < : : : < km). îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌk1; : : : ; km ÒÁ×ÅÎ 1, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ s1; : : : ; sm, ÞÔÏs1k1 + : : :+ smkm = 1. óÎÏ×Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀF (x) = bk1xk1 + : : :+ bkmxkm − 1:õÒÁ×ÎÅÎÉÅ F (x) = 0 ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ p.ðÕÓÔØ x|ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ (ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ) ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f . ðÏÌÏÖÉÍq = |x|. �ÏÇÄÁ1 = bk1xk1 + : : :+ bkmxkm 6 ∣∣∣∣ bk1xk1 ∣∣∣∣+ : : :+ ∣∣∣∣ bkmxkm ∣∣∣∣ = bk1qk1 + : : :+ bkmqkm ;Ô. Å. F (q) > 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F (q) = 0 ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ bki=xki = ∣∣bki=xki ∣∣ > 0�ÒÉ ×ÓÅÈ i. îÏ × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅbs1k1 · : : : · bsmkmx = ( bk1xk1)s1· : : : · ( bkmxkm )sm > 0;Ô. Å. x > 0. üÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ x 6= p, Á p|ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ F (x) = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, F (q) > 0.ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ F (x) �ÒÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ q < p. 2éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ{ïÓÔÒÏ×ÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ Ï�ÅÎËÕÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.5. Á) (üÎÅÓÔÒ£Í{ëÁËÅÊÁ) åÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ g(x) = a0xn−1 + : : :+ an−1 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÎÑx ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁmin16i6n−1{ai=ai−1} = d 6 |x| 6 g = max16i6n−1{ai=ai−1}:Â) (ïÓÔÒÏ×ÓËÉÊ) ðÕÓÔØ ak=ak−1 < g �ÒÉ k = k1; : : : ; km. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ n; k1; : : : ; km ÒÁ×ÅÎ 1, ÔÏ |x| < g.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ(x− g)g(x) = a0xn − (ga0 − a1)xn−1 − : : :− (gan−2 − an−1)x− gan−1:ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ g > ai=ai−1, Ô. Å. gai−1 − ai > 0. ðÏÜÔÏÍÕ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅëÏÛÉ g|ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (x−g)g(x),Á ÍÏÄÕÌÉ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ g.åÓÌÉ x|ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, ÔÏ h = x−1 |ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁan−1yn−1 + : : :+ a0. ðÏÜÔÏÍÕ

|x|−1 = |h| = max16i6n−1{ai−1=ai} = ( min16i6n−1{ai=ai−1})−1 ;Ô. Å.
|x| > d = min16i6n−1{ai=ai−1}:ëÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ Â), ËÏÒÅÎØ g ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (x−g)g(x) ÓÔÒÏÇÏÂÏÌØÛÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. 2úÁÍÅÞÁÎÉÅ. �ÅÏÒÅÍÁ üÎÅÓÔÒ£ÍÁ{ëÁËÅÊÁ ÔÏÖÅ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊðÅÒÒÏÎÁ{æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ: ÓÍ. [AnSV℄.óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ üÎÅÓÔÒ£ÍÁ{ëÁËÅÊÁ �ÏÌÕÞÅÎÏ ×ÓÔÁÔØÅ [GG℄. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÂÒÏÛÅÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÏ× É ÏÓÌÁÂÌÅÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÉÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ. îÏ ÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÅÓØÍÁ ÇÒÏÍÏÚÄËÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÚÄÅÓØ ÎÅ �ÒÉ-×ÅÄÅÎÁ.1.3. �ÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÅÒÒÁðÕÓÔØ z1; : : : ; zn � C |ÔÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉ�ÉÓÁÎÙ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÍÁÓ-ÓÙ. �ÏÇÄÁ ÔÏÞËÕ z = (z1 + : : : + zn)=n ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ÔÏÞÅËz1; : : : ; zn. üÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÄÅÌÁ-ÅÍ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ w, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ z0 × ∞, Ô. Å.w(z) = az − z0 + b. îÁÊÄÅÍ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏÂÒÁÚÏ× ÔÏÞÅË z1; : : : ; zn, Á ÚÁÔÅÍÓÄÅÌÁÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ w−1. îÅÓÌÏÖÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ-×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ a É b, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞËÕzz0 = z0 + n( 1z1 − z0 + : : :+ 1zn − z0)−1 (1)| �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÔÏÞÅË z1; : : : ; zn ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ z0.
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ãÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÔÏÞÅË z1; : : : ; zn ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÉÈ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ.üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÔÏÞËÉ z0. îÕÖÎÏ ÌÉÛØ �ÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ zi É zj , ÚÁÍÅÎÉÔØÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ zi, zj É z0. �ÏÞËÁ z0, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÏÞËÅ ∞, ÌÅÖÉÔ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÎÅ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.6. ðÕÓÔØ f(z) = (z − z1) · : : : · (z − zn). �ÏÇÄÁ �ÅÎÔÒÍÁÓÓ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ z ÚÁÄÁÅÔÓÑÆÏÒÍÕÌÏÊ zz = z − nf(z)=f ′(z):
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ f ′(z)=f(z) = (z−z1)−1+: : :+(z−zn)−1.�ÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1). 2�ÅÏÒÅÍÁ 1.7 (ìÁÇÅÒÒ). ðÕÓÔØ f(z)|ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n É x|ÅÇÏÎÅËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ. �ÏÇÄÁ �ÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ x ÓÌÕÖÉÔ ÔÏÞËÁX = x− 2(n− 1)f ′(x)=f ′′(x):
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f(z) = (z − x)F (z). �ÏÇÄÁ f ′(z) = F (z) ++ (z − x)F ′(z) É f ′′(z) = 2F ′(z) + (z − x)F ′′(z). ðÏÜÔÏÍÕ f ′(x) = F (x) Éf ′′(x) = 2F ′(x). ðÒÉÍÅÎÉÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ F ÓÔÅ�Å-ÎÉ n− 1 É Ë ÔÏÞËÅ z = x. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. 2�ÅÏÒÅÍÁ 1.8 (ìÁÇÅÒÒ). ðÕÓÔØ f(z)| ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÉX(z) = z − 2(n− 1)f ′(z)=f ′′(z):ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (ÉÌÉ �ÒÑÍÁÑ) C �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÒÁÔ-ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ z1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ C ÄÅÌÉÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ. �ÏÇÄÁX(z1) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÙÞÎÏÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ CÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÑÍÁÑ, �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ×ÓÅ ËÏÒÎÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ËÒÏÍÅ z1. éÈ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÌÅÖÉÔ �Ï ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ. 2
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ z1 |ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÅËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÓÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ. �ÏÇÄÁ ∣∣X(z1)∣∣ 6 |z1|, Ô. Å.

∣∣z1 − 2(n− 1)f ′(z1)=f ′′(z1)∣∣ 6 |z1|:
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÅ ËÏÒÎÉ f ÌÅÖÁÔ × ËÒÕÇÅ {z � C ∣∣ |z| 6 |z1|},�ÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ X(z1) ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ × ÜÔÏÍ ËÒÕÇÅ. 2�ÅÏÒÅÍÁ 1.9. ðÕÓÔØ f |ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ, Á zz = z − nf(z)=f ′(z). ÷ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ ÔÏÇ-ÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ z � C \ R ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏIm z · Im zz < 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÁ f ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ. ðÕÓÔØ Im z = a > 0. ðÒÑÍÁÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏÞÅËÓ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ e, ÇÄÅ 0 < e < a, ÏÔÄÅÌÑÅÔ ÔÏÞËÕ z ÏÔ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f (ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ). ðÏÜÔÏÍÕ Im zz 6 e. ðÒÉe ! 0 �ÏÌÕÞÁÅÍ Im zz 6 0. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Im zz = 0ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ zz � R . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÒÏ-ÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ z É ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ × ÔÏÞËÅ zz .óÌÅÇËÁ �ÏÛÅ×ÅÌÉ× ÜÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÏÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ÔÏÞËÉ z É zz , Á �Ï ÄÒÕÇÕÀ| ×ÓÅ ËÏÒÎÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f . ÷ ÓÌÕÞÁÅ Im z = a < 0 ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ Im z · Im zz < 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ z � C \ R . ðÕÓÔØz1 |ÔÁËÏÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , ÞÔÏ Im(z1) 6= 0. �ÏÇÄÁ limz!z1 zz = z1,�ÏÜÔÏÍÕ Im z1 · Im zz1 > 0. 2éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ìÁÇÅÒÒÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÔÁÔØÅ [Gr℄; ÓÍ. ÔÁËÖÅ [ðó℄.1.4. á�ÏÌÑÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙðÕÓÔØ f(z)|ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, z|ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÌÉ ∞.æÕÎË�ÉÀ Azf(z) = { (z− z)f ′(z) + nf(z) �ÒÉ z 6= ∞;f ′(z) �ÒÉ z = ∞ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(z) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ z. ìÅÇËÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(z) = n∑k=0 (nk)akzk, ÔÏ 1nf ′(z) = n−1∑k=0 (n− 1k )ak+1zk,
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Á ÚÎÁÞÉÔ, 1nAzf(z) = n−1∑k=0 (n− 1k )(ak + ak+1z)zk: (1)

ðÕÓÔØ f(z) = n∑k=0 (nk)akzk |ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÒÎÑÍÉ z1; : : : ; zn, Á g(z) == n∑k=0 (nk)bkzk|ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÒÎÑÍÉ z1; : : : ; zn. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ 1n!Az1Az2 : : : Aznf(z) = a0 + a1s1 + a2s2 + : : :+ ansn;ÇÄÅ s1 = z1 + z2 + : : :+ zn = −
(n1) bn−1bn ;s2 = z1z2 + : : :+ zn−1zn = (n2) bn−2bn ;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :sn = z1 · : : : · zn = (−1)n b0bn :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Az1Az2 : : : Aznf(z) = 0 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Õ a0bn −

(n1)a1bn−1 + (n2)a2bn−2 + : : :+ (−1)nanb0 = 0: (2)íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f É g, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (2),ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Á�ÏÌÑÒÎÙÍÉ.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÉÌÉ ×ÎÅÛÎÀÀÞÁÓÔØ ËÒÕÇÁ ÉÌÉ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.10 (J. H. Grae, 1902). ðÕÓÔØ f É g|Á�ÏÌÑÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÙ. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÌÅÖÁÔ × ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ K,ÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ × K.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ z1; : : : ; zn ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(z) ÌÅÖÁÔ ×ÎÕ-ÔÒÉ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ K, Á ÔÏÞËÁ z ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ K. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ Azf(z) ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ K.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ wi|ËÏÒÅÎØÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Azf(z), ÔÏ z|�ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(z) ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ wi (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ ÓÍ.ÎÁ Ó. 13). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ z 6= ∞, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Azf(wi) = 0 ÍÏÖÎÏÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ(z− wi)f ′(wi) + nf(wi) = 0; Ô. Å. z = wi − nf(wi)=f ′(wi):åÓÌÉ ÖÅ z = ∞, ÔÏ f ′(wi) = Azf(wi) = 0, �ÏÜÔÏÍÕn∑j=1 1zj − wi = f ′(wi)f(wi) = 0:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÔÏÞÅË z1; : : : ; zn ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ wi ÎÁ-ÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ wi + (∑ 1zj − wi)−1 = ∞.�Å�ÅÒØ ÕÖÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ wi ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÌÅÖÁÔØ ×ÎÅ K. ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÔÏÞËÁ wi ÌÅÖÁÌÁ ×ÎÅ K, ÔÏ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÔÏÞÅË z1; : : : ; znÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ wi ÌÅÖÁÌ ÂÙ ×ÎÕÔÒÉ K, Á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ,ÞÔÏ ÔÏÞËÁ z ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ K. 2ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 1.1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ z1; : : : ; zn ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ÌÅ-ÖÁÔ ×ÎÅ K. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Az2 : : : Aznf(z). åÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁ×ÎÁ 1,Ô. Å. ÏÎ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (z−k). éÚ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ k � K. õÓÌÏ×ÉÅ Á�ÏÌÑÒ-ÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f É g ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Az1(z−k) = 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Az1(z−k) == z1 − k. ðÏÜÔÏÍÕ k = z1 � K. ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. 2äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÉÍÅÅÔÓÑ �ÅÌÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Á�ÏÌÑÒÎÙÈ ÅÍÕÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ðÏÄÏÂÒÁ× �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Á�ÏÌÑÒÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Ó�ÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ çÒÜÊÓÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÅÓÔØËÏÒÅÎØ × ÄÁÎÎÏÊ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. äÌÑ ÔÅÈ ÖÅ �ÅÌÅÊ ÉÎÏÇÄÁ ÂÙ×ÁÅÔÕÄÏÂÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ É ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÅÍÍÏÊ 1.1.ðÒÉÍÅÒ 1. õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf(z) = 1− z + zn; ÇÄÅ  � C ,ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ × ËÒÕÇÅ |z − 1| 6 1.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(z) = 1 + (n1)−1n z + zn É g(z) == zn + (n1)bn−1zn−1 + : : :+ b0 Á�ÏÌÑÒÎÙ, ÅÓÌÉ1− n(−1n ) bn−1 + b0 = 0; Ô. Å. 1 + bn−1 + b0 = 0:ðÕÓÔØ zk = 1 − exp(2pik=n), k = 1; : : : ; n. �ÏÇÄÁ g(z) = ∏(z − zk) == zn + (n1)bn−1zn−1 + : : :+ b0, ÇÄÅ bn−1 = − 1n∑ zk = −1 É b0 = ±∏ zk == 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(z) É g(z) Á�ÏÌÑÒÎÙ. á ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ËÏÒÎÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ÌÅÖÁÔ × ËÒÕÇÅ |z − 1| 6 1, ÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÉÚËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÌÅÖÉÔ × ÜÔÏÍ ËÒÕÇÅ. 2ðÒÉÍÅÒ 2. õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 1 − z + 1zn1 + : : : + kznk , ÇÄÅ 1 < n1 << n2 < : : : < nk, ÅÓÔØ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ × ËÒÕÇÅ

|z| 6 ((1− 1n1) · : : : · (1− 1nk))−1 :
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(z) = 1− z+ 1zn1 . ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ ÌÅÖÁÔ × ÏÂÌÁÓÔÉ |z| > n1n1 − 1 . �ÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏÌÅÍÍÅ 1.1 ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A0f(z) = n1 − (n1 − 1)z ÔÏÖÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÂÌÁ-ÓÔÉ |z| > n1n1 − 1 . îÏ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A0f(z) ÒÁ×ÅÎ n1n1 − 1 . ðÒÉÈÏÄÉÍË �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(z) = 1 − z + 1zn1 + : : : + kznk ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï�ÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎA0f(z) = nk − (nk − 1)z + 1(nk − n1)zn1 + : : :+ k−1(nk − nk−1)znk−1 :úÁÍÅÎÉÍ × ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ z ÎÁ nknk − 1w. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉËÏÒÎÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÌÅÖÁÔ × ËÒÕÇÅ

|w| 6 n1n1 − 1 · n2n2 − 1 · : : : · nk−1nk−1 − 1 ;�ÏÜÔÏÍÕ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A0f(z) ÌÅÖÁÔ × ËÒÕÇÅ
|z| 6 n1n1 − 1 · n2n2 − 1 · : : : · nknk − 1 :
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óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(z)ÌÅÖÁÔ ×ÎÅ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ, �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. 2ðÕÓÔØ f(z) = n∑i=1 (ni)aizi É g(z) = n∑i=1 (ni)bizi. íÎÏÇÏÞÌÅÎ h(z) == n∑i=1 (ni)aibizi ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f É g.

�ÅÏÒÅÍÁ 1.11 (óÅÇ£). ðÕÓÔØ f É g|ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, �ÒÉ-ÞÅÍ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÌÅÖÁÔ × ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ K. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊËÏÒÅÎØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ h ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f É g ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ −zik, ÇÄÅ zi|ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, Á k � K.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ g|ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h, Ô. Å.n∑i=1 (ni)aibigi = 0. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(z) É G(z) = zng(−gz−1) Á�ÏÌÑÒ-ÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÒÜÊÓÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ G(z)ÌÅÖÉÔ × K. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, g(−gk−1) = 0, ÇÄÅ k � K. �ÏÇÄÁ −gk−1 == zi, ÇÄÅ zi|ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g. 2äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÓÔÅ�ÅÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÙ, ÉÍÅÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ çÒÜÊÓÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.12 [Az℄. ðÕÓÔØ f(z) = n∑i=1 (ni)aizi É g(z) = m∑i=1 (mi )bizi|ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ n É m, �ÒÉÞÅÍ m 6 n. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÈ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ
(m0 )a0bm −

(m1 )a1bm−1 + : : :+ (−1)m(mm)amb0 = 0: (3)�ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:Á) ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g(z) ÌÅÖÁÔ × ËÒÕÇÅ |z| 6 r, ÔÏ �Ï ËÒÁÊ-ÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(z) ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ × ÜÔÏÍ ËÒÕÇÅ;Â) ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(z) ÌÅÖÁÔ ×ÎÅ ËÒÕÇÁ |z| 6 r, ÔÏ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g(z) ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï [Ru℄. Á) óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ z ÎÁ rz × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ f É g, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ r = 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(z) ÌÅÖÁÔ × ÏÂÌÁ-ÓÔÉ |z| > 1. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ znf(1=z) ÌÅÖÁÔ × ÏÂÌÁÓÔÉ |z| < 1.
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ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÕÓÓÁ{ìÀËÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1 ÎÁ Ó. 22) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf1(z) = D(n−m)(znf(1=z)) = n(n− 1) · : : : · (m+ 1) m∑i=0 (mi )aizm−i
ÌÅÖÁÔ × ÏÂÌÁÓÔÉ |z| < 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf2(z) = zm m∑i=0 (mi )ai(1=z)m−i = m∑i=0 (mi )aiziÌÅÖÁÔ × ÏÂÌÁÓÔÉ |z| > 1.óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f2 É g Á�ÏÌÑÒÎÙ. ÷ÓÅËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f2 ÌÅÖÁÔ × ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ |z| > 1, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏÔÅÏÒÅÍÅ çÒÜÊÓÁ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ× ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.Â) ÷ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f2 ÌÅÖÁÔ × ÏÂÌÁÓÔÉ |z| > 1, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. 21.5. ðÒÏÂÌÅÍÁ òÁÕÓÁ{çÕÒ×É�Á÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÏÂ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÏÔÒÅÂÎÏÓÔØ ×ÙÑÓ-ÎÉÔØ, ×ÓÅ ÌÉ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÌÅÖÁÔ × ÌÅ×ÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ (Ô. Å. ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÒÎÅÊ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ). �ÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÚÙ×Á-ÀÔ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍÉ. ðÒÏÂÌÅÍÁ òÁÕÓÁ{çÕÒ×É�Á ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ-ÂÙ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÎ ÉÌÉ ÎÅÔ. éÚ×ÅÓÔÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ òÁÕÓÁ{çÕÒ×É-�Á (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [ðÏ2℄). íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÏÄÎÉÍ �ÒÏÓÔÙÍ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ,�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ × [Str℄.ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ p(z) ==∑ anzn|ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎp∗(z) = p(z)p(z) = (∑ anzn)(∑ anzn) :ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÒÎÅÊ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(z) ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁËÉ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(z). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÁ p∗(z) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ an É an. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p∗ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÓÅÂÑ �ÒÉ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÉ, Ô. Å. ÏÎÉ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ.
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�ÅÏÒÅÍÁ 1.13. ðÕÓÔØ p(z) = zn + a1zn−1 + : : : + an|ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, q(z) = zm + b1zm−1 + : : : + bm, ÇÄÅm = n(n− 1)=2,|ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÖÁÔ ×ÓÅ ÓÕÍÍÙ �ÁÒËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p. íÎÏÇÏÞÌÅÎ p ÕÓÔÏÊÞÉ× ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p É q �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p ÕÓÔÏÊÞÉ×. ïÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍÕËÏÒÎÀ a ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ z − a Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁÍÉ. ðÁÒÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ a±ib Ó ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊÞÁÓÔØÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ(z − a− ib)(z − a+ ib) = z2 − 2az + a2 + b2Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q ÒÁÓ�ÁÄÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÁÒÙ ÓÏ�ÒÑÖÅÎ-ÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, �ÏÜÔÏÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ. ëÒÏ-ÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ.�Å ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ×ÓÅËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p É q �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p É q ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ a|×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p, ÔÏ a < 0,Á ÅÓÌÉ a± ib|�ÁÒÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p, ÔÏ2a = (a+ ib) + (a− ib)| ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q, Á ÚÎÁÞÉÔ, 2a < 0. 2

2. ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ É ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ2.1. �ÅÏÒÅÍÁ çÁÕÓÓÁ{ìÀËÁ÷ 1836 Ç. çÁÕÓÓ �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ,ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P , Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÅÎÉ-ÑÍÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÄÌÑ �ÏÌÑ ÓÉÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÚÄÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÉ�Á-ÍÉ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × ËÏÒÎÑÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (× ËÏÒÎÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ r ÒÁÓ-�ÏÌÏÖÅÎÏ r ÞÁÓÔÉ�); ËÁÖÄÁÑ ÞÁÓÔÉ�Á ÓÏÚÄÁÅÔ ÓÉÌÕ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ, ÏÂÒÁÔÎÏ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÄÏ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù. éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÕÓ-ÓÁ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÓÔÉ �ÒÉ×ÏÄÉÍÕÀ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 2.1, ÎÏ ÓÁÍ çÁÕÓÓ ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÅÕ�ÏÍÉÎÁÅÔ. ðÅÒ×ÙÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ É ÄÏËÁÚÁÌ ÔÅÏÒÅÍÕ 2.1 ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÊÉÎÖÅÎÅÒ ìÀËÁ (F. Luas) × 1874 Ç. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÕ 2.1 ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÔÅÏÒÅÍÏÊ çÁÕÓÓÁ{ìÀËÁ.




