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��������,�+� ��1����

� 5�.��  �-� .� /�,�0
*�� .�  �//�,��

��6��� /�0�3�.���� /�,�0� <��**���<� �����4�
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�� � � *�/�<�,��7�+2 8:���� *�� ,+2= ��������
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w � ϕ�x�ψ�t�
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):�:;����� ��,�/�0��7���

��1����
w � ϕ�t�F �z�, z � xψ�t�
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F�1���� ,�*� �:�:;����
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w � F �z�, z � ϕ��x�ψ��t� � · · ·� ϕn�x�ψn�t�

Q ):� *���/���+� /�<�, �<��,7 ���7 *�� ,��� ,����+2 .���0���,�

QQ ���<0� ��1���� ��0� w � �tαF �z�
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(
ξ, η, w,

∂w

∂ξ
,
∂w

∂η

)
. �B�

; �������� 	������ η ��!�� ���
�� η � x ��� η � y"
;����� ��� �
���
��������� �
������� �B� ����� ����� ���� ���� ��

���
%�� �
��������� �� ������� ������ F� � wξ ��� ��������� � ��������
�
�������� ������
����������"

���������	 ; ��
�!������ ������� ����� 	������ F� �� ������� �� �
��� 
������ wξ � �
������� �B� �
���������� ����� ������������ ��		�
������ 
��� �
������� ����������� ��
������� η� � ����
�� ξ ��
��� 
�� ��
����
�"

��&� ����������� ��� 
������� #����	��������#� ����

$b�−ac>�%
#�$�� �����
���

ϕ�x, y� � C�, ψ�x, y� � C�

�
������� �?� � �A� �������� ��$���������� � 
���������" #�� ��
�������
��� 
�������� ��������� ��$��������� ��
����
�����"

Ǳ�
����� �� x� y � ����� ����������� ��
������� ξ� η �� 	�
�����

ξ � ϕ�x, y�, η � ψ�x, y�,

�
������ �
������� �=� � ������������� ���� ���
��� ������������ 	�
���

∂�w

∂ξ∂η
� F�

(
ξ, η, w,

∂w

∂ξ
,
∂w

∂η

)
.

Ǳ
���
��������
ξ � t� z, η � t− z

�
������ ���������� �
������� � �
����� ������������� ���� ����
�� ���� 
�������� 	�
���

∂�w

∂t�
− ∂�w

∂z�
� F�

(
t, z, w,

∂w

∂t
,
∂w

∂z

)
,

��� F� � �F�" ; ������� ������ F� � � '�� �
������� ��������� � ��������
�
�������� ��������� ��
���"

��'� ����������� ��� 
������� (�����������#� ���� $b�−ac<�%
#�$�� �����
��� �
������� �?� � �A� � '��� ������ �������� ����������
���
�!������ � ��
������� ��� ��������� ������ ��
����
�����"

Ǳ��� ��$�� �����
�� �
������� �?� ����� ���

ϕ�x, y� � iψ�x, y� � C, i� � −�,
��� ϕ�x, y� � ψ�x, y�K��$��������� 	������"

�������� ��



���� ������	
��� ��� �����
�� �������	
����� ���� ��

Ǳ�
����� �� x� y � ����� ����������� ��
������� ξ� η �� 	�
�����

ξ � ϕ�x, y�, η � ψ�x, y�,

�
������ �
������� �=� � ������������� ����

∂�w

∂ξ�
�

∂�w

∂η�
� F�

(
ξ, η, w,

∂w

∂ξ
,
∂w

∂η

)
.

; ������� ������ F� � � '�� �
������� ��������� � �
�������� L������"

� ������ � ����	
�
��  ����� �

�� Ǳ�� .�.�2 4��-����2 �*��0���>;�2 .�C33�����,�� ���������
a�wxx � a�wxy � a�wyy � b�wx � b�wy � f�w�

*����0�, � . �:+.�������/� 0�33��������7��/� ��������>
w′′
ξξ � kw′

ξ � f�w�R

�� 9�.�/ � �����/ 0��6�+ �0����,����,7 3��.������7�+� .�C33�����,+ ���������
f��x�wxx � f��x�wxy � f��x�wyy � g��x�wx � g��x�wy � ��w�


-,�:+ ��� *����0��� 7 . �:+.�������/� 0�33��������7��/� ��������> ��0��
S= w′′

ξξ � ��w�

T= w′′

ξξ � aw′
ξ � ��w�


A= h��ξ�w
′′
ξξ � h��ξ�w

′
ξ � ��w�R

�������
� Ǳ���:��4������ � .�,7 � ��0� ξ � y �
∫
ϕ�x� dx
 η � y �

∫
ψ�x� dx�

�� 9�.�/ � �����/ 0��6�+ �0����,����,7 3��.������7�+� .�C33�����,+ ���������
f��x�wxx � f��x�wxy � f��x�wyy � g��x�wx � g��x�wy � ��w�


-,�:+ ��� *����0��� 7 . .�����-� .�/� ��0��
S= wξη � ��w�

T= wξξ � wηη � ��w�R

� ���������� � 	
��� � �� �� @�:�-
 �� @� 9�*�����-
 B� I� ��2���
 I� �� 5�,�� �� 8'&�E=

�� 5� ��2����
 �� �� B�/�� .� 8'&H�=
 �� B� ���0�/���� 8'&L�=
 �� 	� Ǳ������ 8���'�=�

�������� ��

� �� �� Ǳ���	
	� �� � ������� �� �� �����



 � Ǳ
��
������� �
������� ������������� ������

"��� �������� ����	���������

Ǳ��� x� y K ����������� ��
�������� � w � w�x, y� K 	������ '���
��
�������" ; ��$�� ������ �������� �
���
�������� �������� 	�
������

x � X�ξ, η, u�, y � Y �ξ, η, u�, w �W �ξ, η, u�, �=�

��� ξ� η K ����� ����������� ��
�������� u � u�ξ, η�K ����� ���������
��
�������� X� Y � W K������
�� ��������� ��� �������� 	������"

(������� �
���
�������� �� ����� ���
����� ��
���� �
�������� � �� 
��
��� ��� �
���������� �� � �� �������� 
�������� ��
����
� �
��������
��� ��� ���
%�� �
��������� ����� ��
������� ������� ������� �� ���
%��
�
��������� �������� ��
�������"

Ǳ
���
�������� �=� ��
������ ����∣∣∣∣∣∣∣∣
∂X
∂x

∂X
∂y

∂X
∂w

∂Y
∂x

∂Y
∂y

∂Y
∂w

∂W
∂x

∂W
∂y

∂W
∂w

∣∣∣∣∣∣∣∣ �� �.
; ��$�� ������ �
������� ���
��� ��
���� � ����� ������������ ��
� 

�������

F
(
x, y,w,

∂w

∂x
,
∂w

∂y
,
∂�w

∂x�
,
∂�w

∂x∂y
,
∂�w

∂y�

)
� � �?�

� ����$� ��
������� ��������� �
���
�������� �=� �
�������� � ����

G
(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
,
∂�u

∂ξ�
,
∂�u

∂ξ∂η
,
∂�u

∂η�

)
� �. �A�

O��� u � u�ξ, η�K������
�� 
�%���� �
������� �A�� �� 	�
���� �=� ��
��� 
���� ������������$�� 
�%���� �
������� �?� � ��
����
������� ����"

Ǳ
�����%�� �
���
�������� ����������� ��
������� ����� ���<

ξ � x− x�, η � y − y� ��
���
�������� �������,

ξ � k�x, η � k�y ��
���
�������� ���%����
�������.

Ǳ�
��� �
���
�������� ������������� ��
����� ������ ���
����� � �����
�x�, y��� � ���
�� K ��������� ���%����� ��!���� ��� 
����!����� ����
���� x � y"

(������� �
���
�������� ����������� ��� ��
�$���� �
������� � �
� 
������� �� � ���������" D����� ��� ��������� ������ ���������� �
�������
� ��������"

Ǳ�
��� �� 5�������� ���������

∂w

∂t
� a

∂

∂x

(
wm

∂w

∂x

)
�
[
xf�t� � g�t�

] ∂w
∂x

� h�t�w

�������� �



���� ��	
	��
 ��
����������� �	

 *�/�;7> ,�-�-��<� *���:��4������

w�x, t� � u�z, τ �H�t�, z � xF �t� �

∫
g�t�F �t�dt, τ �

∫
F ��t�Hm�t� dt,

<0� 3��.��� F � H �*��0���>, � 3��/���/�

F �t� � 	
�

[∫
f�t� dt

]
, H�t� � 	
�

[∫
h�t� dt

]
,

*����0�, � . :���� *�� ,�/� ��������>

∂u

∂τ
�

∂

∂z

(
um

∂u

∂z

)
.

Ǳ�
��� �� 5�������� ���������

∂w

∂t
�

∂�w

∂x�
� a
(
∂w

∂x

)�
� f�x, t�

4�/��� u � 	
��aw� *����0�, � . ������/� ��������> 0�� 3��.��� u � u�x, t��

∂u

∂t
�

∂�u

∂x�
� af�x, t�u.

� ������ � ����	
�
��  ����� ���

�� 5�,� *���:��4������
 *����0�;�� ��������� ,�*��*����0�� ,�  �������+/ � ,�-��.�/
wt � awxx � bwn . .�����-� .�/� ��0� uτ � uxx � un�

�� 5�,� *���:��4������
 *����0�;�� ��������� @>�<�� � wt�awwx� bwxx . .�����-� .�/�
��0� uτ � uuz � uzz �

�� 5�,� *���:��4������
 *����0�;�� ��������� @�  ��� .� wtt � a�wwx�x � bwxxxx � � .
.�����-� .�/� ��0� uττ � �uz�z � uzzzz � ��

�� 5�,� ,�-�-�+� *���:��4������
 *����0�;�� �������+� ���������
S= wt � wxx � aw�

x

T= wt � wxx � aww�

x

A= wt � wxx � f�w�w�

x

. ������/� ��������> ,�*��*����0�� ,� ut � uxx�
�������
� Ǳ���:��4������ �;�, � � ��0� u � F �w��

�� 5�,� ,�-�-��� *���:��4������
 *����0�;�� ��������� wt � wxx � aw �w� f�t� . :����
*�� ,�/� ��������> ut � uxx � au �u�

�������
� Ǳ���:��4������ �;�, � � ��0� w � ϕ�t�u
 <0� u � u�x, t��

�� 5�,� ,�-�-��� *���:��4������
 *����0�;�� ��������� wt � wxx � a�wx�
� � f�t� . :����

*�� ,�/� ��������> ut � uxx � a�ux�
��

�������
� Ǳ���:��4������ �;�, � � ��0� w � ϕ�t� � u
 <0� u � u�x, t��

 � 5�,� ,�-�-��� *���:��4������
 *����0�;�� ��������� wt � wxx � a�wx�
n � bw � f�t� .

:���� *�� ,�/� ��������> ut � uxx � a�ux�
n � bu�

�������
� Ǳ���:��4������ �;�, � � ��0� w � ϕ�t� � u
 <0� u � u�x, t��

!� Ǳ�.�4�,7
 -,� ��������� ���6� � �/*��� w�
xy � wxxwyy ��������,�� �,�� �,��7��

*���:��4������

�x � a�x� b�y � c�, �y � a�x� b�y � c�, �w � kw � a�x� b�y � c�

8,� �� *����0�, � . ��������> ,�.�<� 6� ��0�=�

"� 5�,� *���:��4������ ��0�

�t � f�t�, �x � g�t�x, �w � h�t�w� p�t�x,

 ��4+��>;�� �����0��-� .�� ��������� 9��,���<��0� ���4�

�w�t � �w�x�x�x � ��w �w�x − 	w

�	t

� �:+-��� ��������� 9��,���<��0� ���4�

wt � wxxx � �wwx.

� ���������� � ����� ��� �� 	� Ǳ������
 �� �� ����� 8����=
 U� V� WXYZS[\[
 ]� �̂ _S\`abc
8���E=�

�������� ��

��
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������� �
������� ������������� ������

"�"� Ǳ���	��������� #���#����

*�� ��
�$���� ���������� �
������� � ������ �
������� � �������� �
� 
��������� ������ ����������� �
���
�������� �����
�	�"

������ �
����� ����� ���� �� �	�������� �	�	�	��� �������	��� �� �������
�	
�����

*�� �
������� � ����� ������������ ��
�������� x� t � ������� 	�������
w�w�x, t� �
���
�������� �����
�	� ����������� � ���� ��� 
�%���� �$����
� ������� ���� �x � t ��!�� ������� ��������<

x � x�t, w�, �B�

�" �" t � w �
��������� �� ����������� ��
�������� � x K �� ���������
��
�������" Ǳ
���
�������� �����
�	� �B� �� ������ ��
���� �
������� �
�������� ������� ������� ��������� �
���
�������� ���� ��!�� ������� �

'������������ ����< x � w̃� t � t̃� w � x̃�"

Ǳ�
��� �� F�  /�,��/ ��������� ��������� �,���<� *���0.�

∂w

∂t

(
∂w

∂x

)�
� a

∂�w

∂x�
. 8�=

�;�/ ��1���� � ������/ ��0�� 	�33��������� �+��6���� 8E= *� �:��/ *���/���+/ .�.
������> 3��.��>  �-�,�/ 4��� �/� ,� w � w�x, t�
 *���-�/�

� � xwwx �0�33������������� *� x�,

� � xwwt � xt �0�33������������� *� t�,

� � xwww
�
x � xwwxx �0�33������������� *� x 0��60+�,

<0� ��0�. +  ��4� �:�4��-�>,  ��,��, ,��>;�� -� ,�+� *���4��0�+�� �4 C,�2  ��,��1���
�+��4�/ d ,��+�e *���4��0�+� -���4 d���+�e�

wx �
�

xw
, wt � − xt

xw
, wxx � − w�

xxww
xw

� − xww
x�w

.

Ǳ�0 ,���� C,� �+��6���� � 8�=
 *��2�0�/ . ������/� ��������> ,�*��*����0�� ,�

∂x

∂t
� a

∂�x

∂w�
.

������ ����
�������	  �����
	����� ����	� �����	���

*�� ������� ���� �
������� � ����� ������������ ��
�������� x� y �
���������� ��
�������� w � w�x, y�� v � v�x, y� �
���
�������� �����
�	�
����������� � ���� ��� w � v �
��������� �� ����������� ��
�������� � x
� yK�� ��������� ��
�������� �" �" �$���� 	������

x � x�w, v�, y � y�w, v�. �P�
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�������"
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 ������� � ��

Ǳ�
��� �� B,���������� ��������� K�2���� � ��:����.� 8� ,��-��, � � �.� ,�.� � �
�������� /�2���.�=

∂�w

∂x�
� a

∂

∂y

(
w
∂w

∂y

)
� � 8H=

*��0 ,���/ � ��0�  � ,�/+ ��������

∂w

∂x
�

∂v

∂y
, −aw ∂w

∂y
�

∂v

∂x
. 8L=

� *��74��/ *���:��4������ <�0�<��3� 8�=� *��/�/ w � v 4� ��4��� �/+� *���/���+�
 � x � y�
4� 4��� �/+� *���/���+�� 	�33��������� .�60�� �+��6���� 8�= *� x � *� y 8.�.  ��6�+�
3��.���= � � .�>-�� �4 *���-���+2  ��,��1��� -� ,�+� *���4��0�+� xw
 xv 
 yw
 yv 
 �/��/�

∂x

∂w
�

�

J

∂v

∂y
,
∂x

∂v
�− �

J

∂w

∂y
,

∂y

∂w
�− �

J

∂v

∂x
,
∂y

∂v
�

�

J

∂w

∂x
, <0� J �

∂w

∂x

∂v

∂y
− ∂w

∂y

∂v

∂x
.

8&=
� .�>-�� �4 8L=  *�/�;7> 8&= *���4��0�+� wx
 wy
 vx
 vy 
 *��2�0�/ .  � ,�/�

∂y

∂v
�

∂x

∂w
, −aw ∂x

∂v
�

∂y

∂w
. 8'�=

Ǳ�-����� *��0�33���������/ *����� ��������� *�w
 � �,�����*� v
 � � .�>-�/  /�1����>
*���4��0��> ywv � � ��4��7,�,� 0�� 3��.��� x � x�w, v� *���-�/ ������� ���������

∂�x

∂w�
� aw

∂�x

∂v�
� �. 8''=

�����<�-�+/ �:��4�/ �4  � ,�/+ 8'�= 0�� 3��.��� y � y�w, v� �/��/ 0��<�� �������
����������

∂�y

∂v�
�

∂

∂w

(
�

aw

∂y

∂w

)
� �. 8'�=
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