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Предисловие 
 
 
 
Эта книга представляет собой расширенную и в значительной степени модифици-
рованную версию более ранних изданий: "Методы оптимизации"1 и "Методы оп-
тимизации в теории управления"2. 
В последнее время термин "оптимизация" часто употребляется "всуе", например,  
в области интернет-технологий или даже в парикмахерском деле — "оптимизация 
прически". Мы будем использовать его в обычном математическом смысле. В кни-
ге рассматриваются проблемы построения "наилучших" систем с помощью компь-
ютерного моделирования. Оптимизируемые системы могут принадлежать к раз-
личным предметным областям. Например, это могут быть технические, экономиче-
ские, экологические, программные, физические и другие системы. Важно лишь, 
чтобы существовали компьютерные модели, позволяющие вычислять "качество" 
или показатели эффективности системы в зависимости, например, от выбираемых 
(управляемых) параметров. В последнем случае имеем важный класс задач "пара-
метрической оптимизации". Могут возникать и более сложные ситуации, когда 
требуется оптимальным образом выбрать не набор чисел (значений параметров),  
а некоторую функцию или функции. В особо сложных случаях речь не может идти 
о построении оптимальной системы. Требуется решить более "скромную" задачу — 
построить механизм последовательного улучшения характеристик оптимизируемой 
системы. 
Соответствующие компьютерные технологии и являются предметом дальнейшего 
изложения. 
В основу книги положен курс лекций по методам оптимизации, который читается 
автором на протяжении ряда лет на факультете технической кибернетики Санкт-
Петербургского государственного политехнического университета. Тем не менее, 
книга позиционируется как монография, т. к. является "научным трудом, углублен-
но разрабатывающим ограниченный круг вопросов" (см. Современный словарь 
иностранных слов. — М.: Рус. Яз., 1992). Обсуждаемые в книге вопросы теории  
и практики оптимизации, действительно, не содержат многих традиционных разде-
лов. С одной стороны, это вызвано ограниченным объемом, т. к. не ставилась зада-
ча создания "энциклопедии" или стандартного всеохватывающего учебника по оп-
                                                           
1 Черноруцкий И. Г. Методы оптимизации. — СПб.: Изд-во СПбГТУ, 1998. 
2 Черноруцкий И. Г. Методы оптимизации в теории управления. — СПб.: Питер, 2004. 
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тимизации. С другой стороны, и это главное, в книге отражены личные пристрастия 
автора, основанные на более чем тридцатилетнем опыте решения реальных задач. 
Многие суждения и выводы являются субъективными и основаны все на том же 
опыте. По-видимому, это нормальная ситуация, тем более что автор не претендует на 
"истину в последней инстанции" и всегда готов корректировать свою точку зрения. 
В частности, в книге не рассмотрены специальные методы выпуклой оптимизации, 
методы линейного программирования, методы учета ограничений, основанные на 
операции проектирования на допустимое множество. Соответствующий материал 
присутствует во многих учебниках и монографиях по оптимизации, и автор здесь 
счел возможным его опустить. Не рассмотрены и многие другие вопросы, напри-
мер, методы, основанные на теории двойственности. Так уж случилось, что автору 
в своей практической деятельности обычно "не везло". Задачи, которые приходилось 
решать, оказывались нелинейными, невыпуклыми, негладкими, плохо обусловлен-
ными (жесткими). Часто встречались многопараметрические задачи с большим чис-
лом аргументов минимизируемых функционалов или бесконечномерные задачи. По-
этому как раз эти вопросы в книге обсуждаются достаточно подробно (за исключе-
нием бесконечномерных задач), вплоть до конкретных алгоритмов и примеров 
решения реальных задач. Красной нитью через все изложение проходит проблема 
жесткости, или овражности, присущая многим практическим оптимизационным 
(или вариационным) задачам. Один из видных разработчиков и исследователей 
методов случайного поиска Л. А. Растригин определял овражные оптимизационные 
задачи, как задачи, в которых вероятность убывания целевой функции при случай-
ном выборе направления спуска чрезвычайно мала. И именно поэтому в данной 
книге из рассмотрения исключены также алгоритмы случайного поиска и, в част-
ности, генетические алгоритмы. Их относительно невысокая эффективность для 
жестких или овражных задач подтверждается и практически. 
Несмотря на кажущуюся неполноту изложения, на основе представленного мате-
риала, вообще говоря, можно решать достаточно разнообразные прикладные опти-
мизационные задачи, выбирая соответствующую траекторию в том иерархическом 
арсенале методов и средств, которые все-таки содержатся в книге. Эта траектория 
сама по себе может и не быть оптимальной, но, как правило, она приводит к ре-
зультату. 
Книга предназначена для многих категорий читателей. Во-первых, это студенты 
технических вузов, имеющих разделы по теории оптимизации в своих учебных 
планах. Во-вторых, это компьютерные математики-практики (современные инже-
неры). В-третьих, это могут быть профессиональные математики, разрабатываю-
щие теорию оптимизации в функциональных пространствах. Дело в том, что в кни-
ге представлены некоторые результаты собственной научной деятельности автора  
и соответствующие новые подходы к решению жестких конечномерных задач. 
Обобщение этих результатов на бесконечномерный случай может представлять оп-
ределенный интерес для математиков-теоретиков. 
При изложении методов, алгоритмов и сопутствующих вычислительных техноло-
гий автор следовал системе взглядов Н. Н. Моисеева, который говорил, например,  
в предисловии редактора перевода к книге Ж. Сеа [63]: "Утверждение, что сходи-
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мость — это главное качество предлагаемого алгоритма, казалось вначале очевид-
ным. Однако очень скоро обнаружилось, что это качество не является ни достаточ-
ным, ни необходимым для эффективного окончания вычислений, т. е. главной це-
ли, ради которой создавался алгоритм". И еще: "Понимание того факта, что класси-
ческое представление о сходимости алгоритмов, как об основном содержании 
теории вычислительных процессов, не соответствует требованиям к анализу, кото-
рые выдвигает практика, является основным стимулом научных поисков". При 
этом Н. Н. Моисеев, являясь в первую очередь математиком, ни в коей мере не 
принижал значение выработанных в математике принципов. 
Обсуждаемые в книге методы, технологии и алгоритмы, в основном, также получи-
ли соответствующее теоретическое обоснование вплоть до доказательства сходи-
мости для некоторых стандартных случаев. Но наибольшую роль здесь играют ис-
следования по обоснованию различных аспектов практического применения мето-
дов, отличных от установления самого факта сходимости. 
Книга условно состоит из двух частей: глава 1 и главы 2—8. 
В главе 1 рассмотрены общие математические структуры функционального анали-
за, позволяющие сформулировать основные положения теории оптимизации в ба-
наховых и гильбертовых пространствах. Получены необходимые и достаточные 
условия экстремума. Обсуждаются с тех же единых позиций некоторые понятия 
вариационного исчисления. Например, уравнения Эйлера вариационного исчисле-
ния получаются как необходимые условия экстремума, вытекающие из равенства 
нулю градиента соответствующего функционала. Вводится определение миними-
зирующей последовательности в функциональном пространстве, как основного по-
нятия практической оптимизации. Рассмотрены общие методы построения мини-
мизирующих последовательностей (методы минимизации) в гильбертовых про-
странствах. При желании материал главы 1 может быть опущен, если читателя 
интересуют исключительно прикладные вопросы оптимизации в конечномерных 
пространствах. Но этот материал оказывается совершенно необходимым в беско-
нечномерном случае и, в частности, при решении задач оптимального управления. 
Изложение является замкнутым, элементарным и формально не требует предвари-
тельной подготовки в этой области. Однако неявно предполагается, что читатель 
достаточно хорошо знаком с теорией конечномерных векторных пространств. 
Главы 2—8 посвящены конечномерным задачам оптимизации (математическому 
программированию). 
Основное внимание в этих главах уделено практическим вопросам оптимизации, 
тесно связанным с работой в различных предметных областях. При этом важнейшее 
значение приобретают элементы сопутствующих вычислительных технологий, свя-
занные с формализацией конкретной прикладной проблемы и разработкой сценария 
оптимизации. Для изучения соответствующих вопросов, обычно выпадающих из 
стандартных руководств по теории и методам оптимизации, целесообразно вести из-
ложение "на фоне" некоторой предметной области, а не в абстрактном виде. Это по-
зволяет, с одной стороны, глубже понять возникающие проблемы, а с другой — по-
лучить наглядные и конкретные интерпретации применяемых технологий. 
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В качестве такой "модельной" предметной области в книге выбрана теория управ-
ления, изучаемая с различной степенью подробности по многим направлениям под-
готовки современных специалистов в области компьютерного моделирования сис-
тем. Таким образом, эта предметная область уже знакома большинству читателей 
данной книги. С другой стороны, важность такого выбора объясняется широким 
практическим применением аппарата современной алгоритмической теории управ-
ления при создании прикладных программных систем, в том числе, при разработке 
встроенных систем управления. Ведь когда мы говорим об управлении, то подра-
зумеваем очень простую по своей сути задачу: необходимо сформировать такое 
целенаправленное воздействие на объект управления, чтобы перевести его в неко-
торое "желаемое" состояние. Понятно, что под эту простую схему подпадают мно-
гие ситуации, связанные как с нашей повседневной деятельностью, так и возни-
кающие внутри технических, экономических, программных, эко и других систем. 
Обычно речь идет о некотором наилучшем в определенном смысле, т. е. "опти-
мальном" управлении, что и определяет необходимость создания теории управле-
ния, базирующейся на принципах оптимальности. Помимо обеспечения оптималь-
ности самого управляющего воздействия, алгоритмизация и компьютерная реали-
зация большинства этапов процесса управления сводится к решению целой 
цепочки различных оптимизационных задач. В этом смысле можно утверждать, что 
методы оптимизации являются важным алгоритмическим фундаментом современ-
ной теории управления. 
Специфика формулируемых в теории управления оптимизационных задач отражает 
общую ситуацию, возникающую, как уже говорилось, при решении практически 
любых реальных задач. Поэтому и в этом смысле, изучая соответствующие опти-
мизационные проблемы на примере задач теории управления, можно получать об-
щезначимые выводы и заключения. 
Опыт компьютерного моделирования и проведения реальных оптимизационных 
вычислений, особенно в конечномерных пространствах, показывает, что, как пра-
вило, невозможно при создании прикладных программных систем эффективно ис-
пользовать универсальное алгоритмическое обеспечение "в чистом виде" из-за рез-
кого понижения скорости сходимости предлагаемых оптимизационных процедур. 
Весьма вероятной оказывается хорошо знакомая специалистам ситуация полной 
остановки ("заклинивания" или "залипания", что соответствует англоязычному 
термину jamming) алгоритма минимизации целевого функционала задолго до дос-
тижения искомого оптимума. Практика показывает, что один из основных факто-
ров сложности решения реальных оптимизационных задач может быть связан с уже 
упомянутым специальным случаем явления плохой обусловленности, когда целе-
вой функционал имеет "жесткий" или "овражный" характер, т. е. резко возрастает 
по одним направлениям и слабо изменяется вдоль других, что и вызывает указан-
ные трудности. 
Высокие степени жесткости возникают не в исключительных "паталогических" 
случаях, а отражают обычную ситуацию при решении практически любой при-
кладной задачи конечномерной оптимизации. Наиболее остро проблема жесткости 
стоит при решении задач параметрической идентификации объектов компьютерно-
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го моделирования и управления, а также в задачах оптимального параметрического 
синтеза как реальных, т. е. уже существующих, так и проектируемых систем при 
наличии ограничений и векторного критерия оптимальности. 
В настоящее время уже трудно установить, когда впервые было указано на явление 
овражности, как на типичную практическую ситуацию, затрудняющую работу 
классических оптимизирующих процедур. Во всяком случае, уже в начале компью-
терной эры в 1959 г. в фундаментальном труде А. А. Фельдбаума "Вычислительные 
устройства в автоматических системах" [76] были, по существу, рассмотрены все 
основные признаки овражной ситуации, включая явление "заклинивания" и поня-
тие многомерного дна оврага. Широкую известность проблема овражности приоб-
рела после работ И. М. Гельфанда и М. Л. Цетлина (1961—1962 г.), посвященных 
методам управления техническими системами и применению поисковых процедур 
в системах автоматической оптимизации. Эти исследования привели к созданию 
известного "метода оврагов". В 1967 г. Л. А. Растригин обобщил метод оврагов на 
общий случай овражной ситуации, когда размерность дна оврага может превышать 
единицу. Следующий шаг в изучении проблемы был предпринят в монографии  
Л. А. Растригина "Системы экстремального управления" (1974 г.), где в связи с об-
щими вопросами применения поисковых методов параметрической оптимизации  
в системах экстремального управления рассмотрены различные аспекты овражной 
ситуации и, в частности, построены простейшие модели овражных экстремальных 
объектов [54]. Значительный вклад в теорию плохо обусловленных экстремальных 
задач внесли работы Ю. В. Ракитского, возглавлявшего ленинградскую школу по 
изучению проблемы жесткости и указавшего на принципиальную связь явления 
овражности с концепцией жесткости систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Эти исследования были поддержаны будущим академиком РАН 
Н. С. Бахваловым и нашли отражение в брошюре Ю. В. Ракитского, С. М. Устинова 
и И. Г. Черноруцкого "Численные методы решения жестких систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений" [56] и монографии тех же авторов  "Численные ме-
тоды решения жестких систем" [57]. В этих работах впервые была разработана об-
щая теория систем, описываемых жесткими дифференциальными моделями, вклю-
чающая асимптотическую теорию жестких систем и основы теории минимизации 
жестких функционалов. 
Однако, несмотря на важность полученных результатов, проблема ими не исчерпы-
валась. Оставался нерешенным целый ряд существенных вопросов, связанных  
с развитием теории жестких (овражных) оптимизационных задач, а также общих 
принципов построения методов и алгоритмов конечномерной оптимизации по же-
стким целевым функционалам. Кроме того, представляла практический интерес 
разработка проблемно-ориентированного алгоритмического и программного обес-
печения, учитывавшего специфику отдельных классов задач и структурные осо-
бенности применяемых на практике критериев качества. При построении таких ме-
тодов и алгоритмов должны были учитываться такие естественные для приложений 
сопутствующие факторы сложности, как невыпуклость минимизируемых функцио-
налов, их негладкость, а в ряде случаев и высокая размерность вектора аргументов. 
Такие исследования проводились в течение последних десятилетий, и были полу-
чены достаточно интересные для теории и практики результаты. 
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Сформулированные задачи составляют настолько важную алгоритмическую про-
блему при оптимизации современных технических, экономических, программных  
и других систем и методов управления ими, что назрела необходимость предста-
вить их в систематизированном виде. Данная книга, по мнению автора, позволяет 
частично восполнить этот пробел. 
Дадим рекомендации читателям-непрофессионалам, собирающимся использовать 
книгу в качестве учебного пособия по соответствующим дисциплинам или разде-
лам дисциплин. Есть хорошее замечание кого-то из известных людей: "Если Вы, 
перечитывая в очередной раз "Фауста" Гете, не находите для себя чего-то нового, 
то Вы остановились в своем развитии". Автор далек от мысли сравнивать данную 
книгу с "Фаустом" и, тем более, себя с Гете, однако для многих, изучающих теорию 
оптимизации, особенно студентов вузов, следует иметь в виду, что предлагаемая 
вашему вниманию книга также задумывалась как "многослойная". При первом чте-
нии многие вопросы могут казаться неясными, хотя общая картина должна быть 
понятна. Когда вы лучше подготовитесь и изучите некоторые вопросы по указан-
ной дополнительной литературе, можно приступать ко второму чтению и т. д.  
В итоге все зависит от вашей предварительной математической подготовки и опыта 
практической работы. В книге даются ссылки на учебную и научную литературу. 
Многие из этих публикаций являются бестселлерами и многократно переиздава-
лись и переиздаются. Однако, как правило, ссылки сделаны на наиболее ранние 
"непереработанные" издания, которые часто оказываются (по мнению автора)  
и наиболее интересными. При желании читатель без труда обнаружит в каталогах  
и более поздние версии соответствующих публикаций. 
Полное понимание представленных в книге материалов предполагает знакомство 
со стандартными курсами математики для высших технических учебных заведений 
(содержащими, в частности, достаточные сведения по линейной и матричной ал-
гебре), численного анализа, теории вероятностей (в частности, корреляционной 
теории) и основ теории управления. Если вы владеете этим материалом в обычном 
для технических вузов объеме, то никаких проблем возникнуть не должно. 
Для облегчения работы над книгой и согласования применяемых терминов и обо-
значений в главе 2 даны необходимые для данного курса общие сведения из теории 
управления и сформулированы характерные постановки оптимизационных задач. 
Представленные в книге элементы теории, методы и алгоритмы, которые можно 
отнести к разряду новых или, говоря более скромно, нетрадиционных, появились 
не вчера. В разное время и при разных обстоятельствах они обсуждались с акад. 
АН СССР (впоследствии РАН) Н. Н. Моисеевым, чл. корр. РАН П. А. Бутыриным, 
профессорами В. А. Городецким, В. Я. Катковником, А. А. Первозванским,  
Ю. В. Ракитским, Л. А. Растригиным, С. М. Устиновым и др. Всем им автор благо-
дарен за сделанные замечания и поддержку. 
 



 
 

Основные обозначения 
и терминологические замечания 
 
 

R Множество вещественных (действительных) чисел 
nR  n-мерное евклидово пространство 

,  Кванторы всеобщности и существования 
:f X Y  Отображение f множества X во множество Y 

1:k N  Число k принимает последовательно все значения из множе-
ства натуральных чисел от 1 до N включительно 

nx  Последовательность элементов nx  

, , ,a b a b  Скалярное произведение векторов a и b 

0A  Матрица А положительно определена 

 Равно по определению 

D x H P x  Подмножество элементов множества Н, обладающих свой-
ством P x  

 Пустое множество 
kC D  Множество k раз непрерывно дифференцируемых на множе-

стве D функций 

 Псевдообратная матрица 

МНК Метод наименьших квадратов 

diag i  Диагональная матрица 

cond A  Спектральное число обусловленности матрицы А 

,J J  Вектор градиента и матрица вторых производных функцио-
нала J x  

arg min J x  Минимизатор функционала J x  

Arg min J x  Множество всех минимизаторов функционала J x  
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Сделаем также некоторые терминологические замечания по тексту книги. Согласно 
общепринятым математическим канонам функционального анализа (см., например, 
[43]) термин "функционал" означает (однозначное) отображение произвольного 
множества во множество вещественных чисел. В силу этого замечания веществен-
ная функция от вещественного переменного, а также вещественная функция от не-
скольких вещественных переменных тоже являются функционалами. Иногда, осо-
бенно в прикладных технических публикациях, предлагается называть функциона-
лом более частный случай отображения некоторого множества функций во 
множество вещественных чисел. Пример такого функционала дает определенный 
интеграл от интегрируемой на заданном промежутке функции. Мы, однако, будем 
придерживаться стандартной математической терминологии. 
Под задачами математического программирования будем понимать конечномер-
ные задачи оптимизации, т. е. задачи поиска максимума или минимума функциона-
ла, определенного на некотором подмножестве конечномерного евклидова про-
странства. В этом случае, например, задачи теории оптимального управления, фор-
мулируемые как задачи поиска оптимальных управляющих функций из некоторого 
подмножества бесконечномерного пространства, уже не будут относиться нами  
к задачам математического программирования. 
Мы будем следовать сложившейся в математике традиции и называть определитель 
матрицы Гессе гессианом, определитель матрицы Якоби — якобианом, определи-
тель матрицы Вронского — вронскианом и т. д. В некоторых книгах и учебниках по 
математическому программированию и оптимизации сама матрица Гессе называет-
ся гессианом, что является необоснованным и приводит к ненужной путанице. 
 
 



 
 
 

Введение.  
Постановка задачи оптимизации  
 
 
Исследование способов получать те или иные результаты (в широком смысле сло-
ва) наилучшим, наивыгоднейшим способом есть задача теории оптимизации. 
Математически проблема оптимизации описывается следующим образом. Рассмат-
ривается некоторое непустое множество U элементов (вообще говоря, произволь-
ной природы), называемое множеством допустимых элементов. Рассматривается 
некоторая ограниченная снизу функция (функционал) J, ставящая в соответствие 
каждому элементу множества допустимых элементов какое-либо действительное 
(вещественное) число. Требуется найти минимизатор — такой элемент u U , ко-
торому соответствует минимальное значение J: 

, .J u J u u U  (1) 

Заданная функция J формализует понятие качества оптимизируемого объекта и 
часто (не совсем строго) называется критерием. На практике J может также отра-
жать стоимость, время и т. п. Если заменить J на J , то задача минимизации пре-
вратится в задачу максимизации и наоборот. 
Приведенная постановка задачи выглядит достаточно общей, однако необходимо 
сделать некоторые уточнения и замечания. 
Во-первых, здесь имеется в виду задача оптимизации с одним критерием опти-
мальности, задаваемым функционалом J. Возможны и более общие многокритери-
альные постановки задачи. Для конечномерного случая такие задачи будут рас-
смотрены далее достаточно подробно. 
Во-вторых, задача (1) в общем случае может и не иметь решения. Искомый элемент 
u  (минимизатор) может отсутствовать среди допустимых элементов. Например, 
функция exp( ),x x R  не имеет минимизаторов на вещественной оси (множестве 
действительных чисел) R, хотя и ограничена снизу (инфимум равен нулю). Целесо-
образно поэтому рассматривать более общую задачу — задачу построения миними-
зирующих последовательностей: требуется найти последовательность элементов 

nu  множества U, удовлетворяющих условию: 

lim inf .n
x Un

J u J u  (2) 
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Последовательность nu  называется минимизирующей. Здесь также возникают 

определенные трудности. Если минимизатор u  существует (понятно, что он не 
обязан быть единственным), то минимизирующая последовательность может к не-
му не сходиться. Приходим к так называемым некорректным задачам оптимиза-
ции. И так как большинство численных методов оптимизации являются средством 
построения именно минимизирующих последовательностей, то необходимо совер-
шенно четко понимать, что задача поиска хороших оценок соответствующих ми-
нимизаторов в случае некорректности не может быть решена без дополнительного 
исследования сходимости. Мы здесь должны различать известные из анализа типы 
сходимости: по аргументу и по функционалу. Чаще всего для практических прило-
жений достаточно иметь сходимость по функционалу, т. к. неважно при каких до-
пустимых значениях аргумента u достигается приемлемо малое значение J ("задачи 
аппроксимации"). И наоборот, иногда сама задача оптимизации ставится лишь для 
того, чтобы получить механизм определения хороших оценок минимизатора u  
("задача идентификации"). В последнем случае совершенно необходимо исследо-
вать сходимость по аргументу. 
И наконец, в-третьих. Иногда в качестве множества допустимых элементов U вы-
ступает некоторое подмножество основного (базового) множества V, которое также 
задается. В этом случае имеем дело с т. н. задачей оптимизации с ограничениями, 
позволяющими выделить множество U из общего пространства V. Обычно ограни-
чения задаются с помощью системы уравнений (например, дифференциальных)  
и неравенств. 
Для математического анализа основных задач (1), (2) приходится наделять объекты, 
участвующие в постановке задач, определенными математическими структурами. 
Так множество U или V обычно считаются наделенными структурой банахова, 
гильбертова или конечномерного евклидова пространства. Это, как правило, оказы-
вается достаточным обобщением структур, с которыми мы имеем дело при разра-
ботке и применении теории оптимизации. То же относится и к критериальной 
функции J, которая часто наделяется такими свойствами, как ограниченность, не-
прерывность, гладкость, выпуклость и т. д. 
Отметим теперь несколько конкретных реализаций приведенных постановок задач. 
Для определенности будем говорить о задаче (1). Рассмотрим две альтернативные 
теории: конечномерные задачи оптимизации и бесконечномерные задачи. 
Конечномерные задачи. Задачи математического программирования. Мате-
матическим программированием (МП) называется теория конечномерных оптими-
зационных задач (1). Минимизатор ищется среди элементов множества nU R . 

nR  наделяется структурой линейного n-мерного векторного пространства (см. да-
лее). Это серьезное ограничение, т. к. результаты теории математического про-
граммирования непосредственно неприменимы, если множество U является мно-
жеством объектов, не описываемых набором из n чисел, а является, например, 
множеством непрерывных на промежутке ,a b  функций. Множество допустимых 
элементов U в МП задается различными способами, например, соответствующей 
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системой неравенств (или равенств и неравенств). Для формулировки задачи мате-
матического программирования вводится целевой функционал 

: nJ R R  

и функционалы ограничений 

: , 1, ..., .n
iG R R i m  

Множество допустимых элементов U может задаваться системой неравенств, на-
пример, вида: 

; ( ) 0 , 1, ..., .n
iU u u R G u i m  

Существуют и иные способы задания множества U. 
Замечание. Равенство можно представить в виде двух разнонаправленных нера-
венств, но обычно целесообразно работать непосредственно с равенствами, если 
они изначально заданы в явном виде. 
Если ограничения отсутствуют, то имеем задачу математического программирова-
ния без ограничений. Такие задачи в последующих разделах будут рассмотрены 
подробно, т. к. они часто оказываются алгоритмическим фундаментом при реше-
нии более общих задач. 
В случае, если основные функционалы задачи МП являются линейными, то такая 
задача называется задачей линейного программирования (ЛП). Нелинейные задачи 
МП называются также задачами нелинейного программирования (НП). Существуют 
и другие классы задач МП. 
Бесконечномерные задачи оптимизации. Типичными представителями беско-
нечномерных задач являются хорошо изученные задачи оптимального управления. 
Рассмотрим характерный пример. 
Пусть управляемый процесс описывается системой обыкновенных дифференци-
альных уравнений (ОДУ) 

0 0, , , .dx f t x u x t x
dt

 

Здесь x t  — n-мерный вектор состояний системы; u t  — r-мерный вектор 
управлений, принадлежащий заданному множеству U допустимых вектор-функций. 
Например, U — множество кусочно-непрерывных на промежутке 0 1,t t  вектор-
функций. Требуется определить такое управление u t U , чтобы минимизировать 
функционал 

1

0

, , ,
t

t
J x u F t x u dt . 

Функция F задана. Естественно, в оптимальном управлении используются функ-
ционалы и с иной, более сложной структурой, а также более сложные системы ог-
раничений. 
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Сформулированную задачу можно интерпретировать по-разному. Например, поиск 
ведется в пространстве функций u t . Тогда для вычисления J по заданному аргу-

менту u t  решается заданная система ОДУ и полученная в результате зависи-

мость x t  подставляется в выражение для J. Во втором варианте поиск ведется  
в пространстве ,x u , а система ОДУ выступает, как ограничение-равенство. 

В книге даются необходимые элементарные сведения из функционального анализа, 
позволяющие без обращения к дополнительной литературе ознакомиться с важ-
нейшими для теории оптимизации математическими структурами. Методы функ-
ционального анализа оказываются особенно важными при изучении задач беско-
нечномерной оптимизации. Как будет далее показано, с помощью относительно 
простых и достаточно общих конструкций функционального анализа можно с еди-
ных позиций охватить обширный материал, связанный с классическим вариацион-
ным исчислением, необходимыми и достаточными условиями экстремума и т. д. 
Основные выводы и понятия конечномерной оптимизации оказываются частными 
случаями полученных общих соотношений. 
При рассмотрении элементов функционального анализа ставилась задача макси-
мально разгрузить материал от деталей и в то же время дать логически завершен-
ные математические конструкции, достаточные для формулировки необходимых 
для наших целей результатов теории оптимизации. 
 



 

Глава 1 
 

Математические основы. 
Элементы функционального анализа 

1.1. Множества 
В 1872 г. Георг Кантор, создатель теории множеств, определил множество как 
"объединение в одно целое объектов, хорошо различимых нашей интуицией или 
нашей мыслью". Это были времена наивной теории множеств. Такое положение 
долго не сохранилось. Интуитивное понимание множества оказалось в некоторых 
случаях логически порочным из-за антиномий или парадоксов теории множеств. 
Антиномия Рассела (1903 г.). Для произвольного множества можно поставить во-
прос о том, является ли оно своим собственным элементом. Например, множество 
студентов студентом не является и потому — не собственный элемент. В то же 
время множество всех множеств естественно считать содержащим себя как эле-
мент. Рассмотрим теперь множество S всех множеств, не являющихся собственны-
ми элементами. Тогда получаем следующий обескураживающий результат: если 
предположить, что S S , то по определению S имеем S S . С другой стороны, 
предположение S S  приводит к следствию S S . Получили явное противоречие. 
Данный парадокс можно разрешить с помощью следующих более аккуратных рас-
суждений. Действительно, на самом деле вначале мы предположили существование 
множества S всех множеств, не являющихся собственными элементами. После это-
го получили, что S S  в том и только в том случае, если S S . Из этого мы долж-
ны заключить, что такое множество S не существует. Указанное объяснение спра-
ведливо. Однако это мало способствует уменьшению парадоксальности рассмот-
ренной ситуации. Действительно, тот факт, что не может существовать множество 
с четко очерченными свойствами (не содержащими себя в качестве элемента), 
столь же настораживает, как и прямое противоречие. 
Чтобы исключить подобные антиинтуитивные результаты, в теории множеств был 
использован аксиоматический метод, позволяющий исправить ситуацию с помо-
щью сознательного сужения (обеднения) интуитивного понятия множества. 
Мы далее будем использовать дескриптивную (наглядную) теорию множеств. Ни-
жеследующее введение в теорию множеств не является сколько-нибудь полным. 
Предполагается, что читатель знаком с элементами теории множеств из общих кур-
сов по математике, и нам остается лишь согласовать обозначения, напомнить ос-
новные соотношения и сделать некоторые замечания. 
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Множества будем обозначать прописными буквами, а их элементы — строчными: 
 а A  — элемент a принадлежит множеству А; 
 а A  — элемент a не принадлежит множеству А. 
Если справедливо x A x B , то множество В включает множество А: A B . 
(Здесь и далее двойная стрелка означает логическое следование.)  — квантор 
общности. x  читается: для любого х. 

Равенство множеств: A B B A A B . (  — знак логического "И".) 

Если X — множество, а Р — некоторое свойство, то подмножество X, состоящее из 
тех х, для которых справедливо ,P x  обозначается как x X P x . Пустое 
множество (не содержащее элементов) обозначается как . Множество всех под-
множеств некоторого множества А будем обозначать как A . 

1.1.1. Операции над множествами и их свойства 
Объединение множеств: 

.A B x x A x B  

Здесь  — знак логического "ИЛИ". 
Пересечение множеств: 

.A x x A x B  

Коммутативность операций объединения и пересечения множеств: 
A B B A ; .A B B A  

Ассоциативность операций  и : 

A B C A B C ; 

.A B C A B C  

Дистрибутивность: 

A B C A C B C ; 

.A B C A C B C  

Разность множеств: 

\ / .A B x A x B  

Декартово произведение множеств: 

( , ) / , .A B a b a A b B  

Здесь множества А и В могут совпадать. 
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Подмножество R A B  называется бинарным отношением, или просто отноше-
нием, заданным на множествах А и В. 
Переходим к важнейшим определениям, связанным с понятием функции или ото-
бражения. 

1.1.2. Функции и отображения 
Отношение F X Y  называется отображением X в Y или функцией, определен-
ной в X и принимающей значения в Y, если для x : 

1 2 1 2, , .x y F x y F y y  

Если ,x y F , то элемент y называется значением F в x и обозначается как 

.y F x  

Используются также обозначения: 
:F X Y , 

: .F x F x  

Принципиально важным свойством отображения является то, что любому значе-
нию "аргумента" x ставится в соответствие единственный элемент y. Такое понятие, 
как "многозначная" функция, здесь не рассматривается. Вполне правомерно, ко-
нечно, определить отображение, значениями которого являются подмножества не-
которого данного множества, состоящие более чем из одного элемента. Но такое 
определение практически бесполезно, т. к. не удается разумным образом опреде-
лить алгебраические операции над значениями таких функций. Например, операция 
извлечения корня из вещественного числа z  приводит к двум значениям со зна-
ками "плюс" и "минус". Но тогда как понимать равенство: 2z z z ? Левая 
часть имеет три разных значения, а правая — только два. (Хотя, конечно, сущест-
вует и понятие Римановой поверхности.) 
Сделаем еще одно замечание. Обычно (в "школьной" математике) различают  
понятия функции и ее графика. В данном выше определении эти понятия со- 
впадают. 
В современной математике важнейшую роль играет рассмотрение отображения 
(функции) как единого объекта (такого же, как точка или число) и проведение яс-
ного различия между отображением F и любым из его значений F x . Первое есть 
элемент множества отображений X в Y, обозначаемого как X Y , второе — 
элемент множества Y, причем 

, /F x y X Y y F x . 

Таким образом, отображение F есть некоторое множество упорядоченных пар ,x y . 
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Пусть :F X Y . Пусть также .A X  Тогда множество 

/F A y Y x A y F x  

называется образом множества А при отображении F. Здесь  — квантор сущест-
вования. x  читается: существует х. Прообразом множества B Y  при отображе-
нии F называется множество 

1 / .F B x X F x B  

Пусть :F X Y . Пусть .A X  Тогда множество 

( )F A Y A Y  

называется сужением отображения F на множестве А. 

1.1.3. Виды отображений 
Пусть :F X Y . Тогда: 

1. Отображение F называется сюръективным (накрытием или "отображе- 
нием на"), если F X Y , т. е. для y Y  x X  такой, что y F x . 

2. Отображение F называется инъективным (вложением), если F x F x x x . 

3. Отображение F называется биективным (наложением, биекцией), если оно од-
новременно является сюръективным и инъективным. Будем называть биекцию 
взаимно-однозначным соответствием. 

Отображение произвольного множества во множество действительных (вещест-
венных) чисел называется вещественным функционалом. Иногда рассматриваемое 
множество чисел является множеством комплексных чисел, и мы приходим к поня-
тию комплекснозначного функционала. Далее будут рассматриваться только веще-
ственные функционалы. В этом смысле обычные "школьные" вещественные функ-
ции от вещественного аргумента также являются функционалами. 
Пусть даны три множества X, Y, Z  и два отображения 

: ,
: .

F X Y
G Y Z

 

Тогда x G F x  есть отображение :H X Z , которое называется компози-
цией отображений G и F (в указанном порядке) или сложным отображением и обо-
значается символом : .H G F  

1.1.4. Семейства элементов 
Пусть L и X — два множества. Отображение L X  иногда называется также семейст-
вом элементов множества X, имеющим L множеством индексов и обозначается x , 
или Lx , или, когда это не может привести к недоразумению, просто x . 



Математические основы. Элементы функционального анализа 17 

Чаще всего в качестве множества индексов L фигурирует множество целых поло-
жительных чисел N или его подмножество (конечное или бесконечное). В этом 
случае семейство элементов называется последовательностью (конечной или бес-
конечной). Иногда последовательности элементов будут изображаться с примене-
нием фигурных скобок. Следует отличать семейство Lx  элементов множества 
X от подмножества множества X, состоящего из элементов этого семейства. 

1.1.5. Счетные множества 
Сравнение конечных множеств по числу элементов не вызывает затруднений. 
Можно сосчитать количество элементов в обоих множествах и сравнить результа-
ты. Можно поступить и по-другому. Именно попытаться установить между сравни-
ваемыми множествами взаимно-однозначное соответствие (биекцию). Ясно, что 
биекция между двумя конечными множествами может быть установлена тогда  
и только тогда, когда число элементов в них одинаково. Второй способ сравнения 
пригоден и для бесконечных множеств. 
X называется равномощным множеству Y, если существует биективное отображе-
ние X Y . Множество называется счетным, если оно равномощно множеству N 
натуральных чисел. Бесконечное множество, не являющееся счетным, называется 
несчетным множеством. Можно доказать, что если бесконечное множество X счет-
но, то X  — несчетно ("имеет мощность континуума"). 

Счетность множества четных чисел 2n n  представляет пример того, что бес-
конечные множества могут быть равномощны своему подмножеству. Всякое бес-
конечное множество содержит счетное подмножество. Таким образом, среди бес-
конечных множеств счетные множества являются "самыми маленькими". 

Теорема 1.1. Множество действительных чисел из промежутка 0, 1  несчетно. 

Доказательство (диагональный процесс Кантора). Допустим противное и пред-
положим, что удалось "перенумеровать" все действительные числа следующим 
образом: 

1 11 12 13

2 21 22 23

1 2 3

0. ...
0. ...

.................................
0. ...

.................................
n n n n

a a a
a a a

a a a
 

Тогда всегда можно построить действительное число  

1 20. ... ...
1 2
1 1, 1, 2, 3, ...,

n

nn n

nn n

b b b
a b
a b n
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не входящее в перенумерованный список действительных чисел. Таким образом, 
доказано, что множество действительных чисел не может быть счетным. Мощность 
множества действительных чисел называется мощностью континуума. 

Упражнение 1.1 
Постройте биекцию между множеством действительных чисел из отрезка [0, 1] и мно-
жеством точек квадрата со сторонами [0, 1]. 

1.2. Метрические пространства 
В теории метрических пространств развивается геометрический язык, на котором 
выражаются результаты анализа. Этот язык позволяет придать этим результатам 
достаточную общность и вместе с тем дать наиболее простые и отражающие суть 
дела доказательства. Нас будут интересовать топологические аспекты теории мет-
рических пространств, связанные с концепцией предельного перехода, а также ал-
гебраические аспекты при изучении основных операций над элементами метриче-
ских пространств. Метрические пространства являются частным видом более об-
щих топологических пространств. 
Пусть Е — некоторое множество. Расстояние в Е есть отображение (функционал) 
d произведения E E  во множество действительных чисел R: 

:d E E R . 

Предполагается, что функционал d обладает следующими свойствами: 

1. , : ( , ) 0.x y d x y  

2. , 0 .d x y x y  

3. , : , , .x y d x y d y x  

4. , , : , , , , , , .x y z d x z d x y d y z x y z E  

Свойство 4 называется неравенством треугольника. 
Множество Е с заданным в нем расстоянием d называется метрическим простран-
ством. Обычно это пространство, т. е. пару , ,E d  обозначают одной буквой Е. 

Примеры метрических пространств. 

1. Множество ,C a b  всех непрерывных действительных функций, определенных 
на отрезке ,a b  с расстоянием 

,
, max .

t a b
d f g f t g t  

2. В этом же множестве функций можно ввести расстояние 
1/2

2, .
b

a
d f g f t g t dt  
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В результате получим пространство непрерывных функций с квадратичной метри-
кой 2 , .C a b  

Обычно та или иная метрика для построения метрического пространства выбирает-
ся в соответствии с особенностями решаемой задачи. Первая метрика в приведен-
ном примере отражает достаточно жесткое требование к близости функций.  
Ее применяют, например, при решении задачи равномерного приближения функ-
ций (равномерная аппроксимация), когда требуется гарантировать, чтобы на всем 
отрезке ,a b  отклонение функций f и g было меньше некоторой заданной величи-
ны. Вторая метрика отражает менее жесткое требование. Оно заключается в том, 
что для "подавляющего" большинства (но не для всех) значений аргумента t из 

,a b  абсолютная величина f g  также мала. Во многих случаях, например, при 
обработке результатов наблюдений квадратичное приближение является наиболее 
приемлемым, т. к. оно позволяет сглаживать отдельные локальные выбросы ап-
проксимируемой (экспериментальной) функции с помощью некоторой теоретиче-
ской расчетной зависимости. В итоге можно получить достаточно точное общее 
представление о характере протекающего процесса даже при наличии ошибок при 
измерении экспериментальных зависимостей. 

1.2.1. Изометрия 
Пусть ,E E  — два метрических пространства с расстояниями, соответственно, 

,d d . Тогда биективное отображение f: ,E E  называется изометрией, если для 
,x y E E  имеем 

, , .d f x f y d x y  

Если f: ,E E  — биективное отображение, то в соответствии с определением биек-
тивности отношение y f x  функционально не только по y, но и по x, т. е. это 
отношение определяет не только функцию ,E E , но и E E . Последнее ото-
бражение называется обратным к f и обозначается 1x f y . Оно само биектив-

но. Если f — изометрия E E , то тогда 1f  будет изометрией E E . Важность 
понятия изометрии заключается в том, что любая теорема, доказанная в E и в фор-
мулировке которой участвуют только расстояния между элементами E, немедленно 
дает соответствующую теорему в любом изометрическом пространстве E . 
Если ,E E  — два множества, причем E — метрическое пространство с расстояни-
ем d , то при наличии биекции f: E E  множество E  также становится метриче-
ским пространством с индуцированным расстоянием d . Говорят, что расстояние 
d  перенесено в E  при помощи отображения f. 
В теории метрических пространств удобен геометрический язык. В частности, эле-
менты метрического пространства часто называются точками. 
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1.2.2. Шары, сферы, диаметр, окрестности 
Пусть заданы: метрическое пространство ,E d , a E  и действительное число 

0.r  Тогда множества 

; / , ,

; / , ,

; / ,

B a r x E d a x r

B a r x E d a x r

S a r x E d a x r

 

называются, соответственно, открытым шаром (с центром a и радиусом r), замк-
нутым шаром и сферой. 
Пусть E — метрическое пространство и ,A E  ,B E  ,A  .B  Тогда рас-
стоянием от A до B называется число 

, inf ,
x A
y B

d A B d x y . 

Диаметром множества A называется число 
sup ,
x A
y A

A d x y . 

Диаметр может быть и бесконечным. 
Ограниченным множеством в E называется непустое множество, диаметр которого 
конечен. 

Открытым множеством в метрическом пространстве ,E d  называется множе-
ство A E  такое, что 

0 ;x A r B x r A . 

Таким образом, любая точка открытого множества A входит в это множество вме-
сте с некоторым, содержащим ее открытым шаром. 
Пусть ,A E  A . Тогда открытой окрестностью множества A называется 
любое открытое множество, содержащее A, а окрестностью множества A — любое 
множество, содержащее открытую окрестность A. 

Если множество A состоит из одной точки A x , то мы говорим об окрестно-
стях точки x, а не множества A x . 

Фундаментальной системой окрестностей множества A называется семейство 
U  окрестностей A, обладающее тем свойством, что любая окрестность A содер-

жит хотя бы одно из множеств семейства U . 

Точка x A  называется внутренней точкой множества A, если A является окрест-
ностью точки x. Множество всех внутренних точек множества A называется внут-

ренностью множества A и обозначается A . 
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Внутренняя точка множества \E A  называется внешней точкой множества A. 
Точкой прикосновения множества A называется такая точка x E , любая окрест-
ность которой имеет с A непустое пересечение, т. е. содержит хотя бы одну точку 
из A. Множество всех точек прикосновения множества A называется замыканием A 
и обозначается символом A . По определению, замкнутое множество в E есть до-
полнение открытого множества, т. е. B замкнуто, если \E B  открыто. A E  замк-
нуто, если A A . Например, замкнутый шар есть замкнутое множество. A  — 
наименьшее замкнутое множество, содержащее A. 
Точка x E  называется предельной точкой множества A E , если любая ее окре-
стность содержит бесконечно много точек из A. Сама предельная точка не обязана 
принадлежать множеству A. Можно дать определение замкнутого множества на 
языке предельных точек. Именно множество A замкнуто, если оно содержит все 
свои предельные точки. 
Точка x E  называется граничной точкой множества A, если она является точкой 
прикосновения как A, так и \E A . Граничная точка x множества A характеризуется 
тем свойством, что в любой ее окрестности содержится по крайней мере одна точка 
множества A и по крайней мере одна точка множества \E A . Множество Fr A  
всех граничных точек множества A называется границей множества A. 

1.2.3. Сепарабельные пространства, подпространства, 
непрерывные отображения 
Множество A в метрическом пространстве E называется плотным относительно 
множества B (или в B), если любая точка x B  есть точка прикосновения множест-
ва A, т. е. если B A . В этом случае любая окрестность любой точки x B  содер-
жит точку множества A. 
Множество A, плотное в E, называется всюду плотным. В этом случае A E . Мет-
рическое пространство E называется сепарабельным, если в E существует не более 
чем счетное (т. е. конечное или счетное) всюду плотное множество. Например, 
множество рациональных чисел всюду плотно в множестве действительных чисел 
R, поэтому пространство действительных чисел сепарабельно. Точно так же сепа-
рабельны пространства ,C a b , 2 ,C a b  из приведенных ранее примеров. 

Пусть ,A  A E . Тогда сужение на A A  отображения d: E E R  является 
расстоянием в A и называется расстоянием, индуцированным в A расстоянием d 
пространства E. Метрическое пространство, определяемое этим индуцированным 
расстоянием, называется подпространством A метрического пространства E. 
Пусть E и E  — два метрических пространства, d и d  — расстояния в них. Ото-
бражение f: E E  называется непрерывным в точке 0x E , если для 0  

0  такое, что 

0 0, ,d x x d f x f x . 
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