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Динамические изменения в структуре паттернов могут быть исследованы с по-
мощью следующих методов: вейвлетного, мультифрактального, рекуррент-
ного и бифуркационного анализов.

В настоящей работе проанализированы записи ЭЭГ, полученные от 89 здо-
ровых лиц, 61  пациента с  тревожно-фобическими расстройствами, 15  паци-
ентов, страдающих парциальной симптоматической эпилепсией, 79 пациентов 
с сосудистой патологией мозга и 38 — с нарушениями сердечного ритма. ЭЭГ 
регистрировалась с  помощью 21-канального энцефалографа фирмы «Мицар» 
(Санкт-Петербург, Россия) врачами-нейрофизиологами И. А. Святогор и 
И. А. Моховиковой на базе городской поликлиники № 45, городской психиатри-
ческой больницы № 3 им. И. И. Скворцова-Степанова и клиники военно-мор-
ской терапии Военно-медицинской академии им. С. М. Кирова во время невро-
логического лечения пациентов. От всех тестируемых было получено информи-
рованное согласие. При регистрации ЭЭГ активные электроды располагались по 
схеме 10×20, в качестве индифферентного использовался усредненный электрод 
(Av). Безартефактные отрезки записи ЭЭГ оценивались в лобных F3, Fz, F4, заты-
лочных O1, Oz, O2, теменных P3, P4, Pz или височных T3, T4, T5, T6 отведениях 
в  различных состояниях (спокойного бодрствования и  при функциональных 
нагрузках) в зависимости от поставленной в исследовании задачи. 

Непроизвольные колебания руки человека были зарегистрированы 
С. П. Романовым в  Институте мозга человека им.  Н. П. Бехтеревой РАН во 
время неврологического лечения пациентов в условиях выполнения предло-
женной двигательной задачи. От всех тестируемых было получено информиро-
ванное согласие. Были проанализированы записи, полученные от 55 здоровых 
тестируемых, 51 больного первичным паркинсонизмом с двусторонними про-
явлениями тремора и 45 пациентов с синдромом эссенциального тремора. 

Двигательная задача заключалась в управлении изометрическим напряже-
нием мышц с возможностью слежения за величиной усилия по смещению меток 
на экране монитора. Испытуемые сидели за столом перед монитором и нажи-
мали пальцами рук на платформы с тензочувствительными датчиками, которые 
преобразовывали силу давления каждой руки в электрический сигнал (рис. 1.1). 
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Жесткость платформ обеспечивала ре-
гистрацию усилия в  изометрическом 
режиме, т. е. без видимого смещения 
пальцев в  точке контакта с  измери-
тельным элементом. Регистрация изо-
метрического усилия производилась 
двумя типами тестов: в  первом испы-
туемый удерживал усилие пальцами 
снизу вверх, а  тыльная сторона ла-
дони обеих выпрямленных рук при-
жималась к  основанию платформы; 
во втором тесте усилие удерживалось 
сверху вниз пальцами выпрямленных 
вперед рук. Регистрируемая траек-
тория изометрического усилия содер-
жала медленный тренд и быструю не-
произвольную компоненту (тремор), 
которую выделяли из полученной траектории с помощью использования вейв-
летов (wavelet denoising method) [14] или с помощью адаптивного метода уда-
ления тренда (adaptive detrending method) [15].

В случае использования вейвлет-преобразования пороговая обработка 
вейвлет-коэффициентов осуществлялась по принципу Штейна несмещенной 
оценки риска. При этом использовалась схема мягкой фильтрации, при ко-
торой коэффициенты дискретного вейвлет-преобразования dj,k изменялись 
по формуле:

( )
,

,

, , ,

0

( )

j k

j k

j k j k j k

d p
d

sign d d p d p

⎧ ≤⎪= ⎨
⋅ − >⎪⎩

,

где p — выбранное значение порога на масштабе j связано с числом N точек 
оцифровки исходной функции и  дисперсией вейвлет-коэффициентов σ на 
первом масштабе следующим образом [1]:

2
1,2 /k

k

d Nσ = ∑ .

Адаптивный метод удаления тренда основан на разделении временного 
ряда на сегменты длины w с последующей аппроксимацией каждого сегмента 
полиномом порядка m [15]. 

Колебательные тренды, выделенные из зарегистрированной траектории 
изометрического усилия с использованием двух описанных выше алгоритмов, 
приведены на рис.  1.2. Оставшаяся после выделения медленного тренда бы-
страя непроизвольная компонента (тремор) представлена на рис. 1.3.
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Жесткость платформ обеспечивала
гистрацию усилия в  изометричес
режиме, т. е. без видимого смеще
пальцев в  точке контакта с  изме
тельным элементом. Регистрация и
метрического усилия производил
двумя типами тестов: в  первом ис
туемый удерживал усилие пальц
снизу вверх, а  тыльная сторона 
дони обеих выпрямленных рук п
жималась к  основанию платфор
во втором тесте усилие удерживал
сверху вниз пальцами выпрямленн
вперед рук. Регистрируемая тра
тория изометрического усилия сод
жала медленный тренд и быструю 
произвольную компоненту (трем
которую выделяли из полученной т
летов (wavelet denoising method) [14
ления тренда (adaptive detrending me

В случае использования вейв
вейвлет-коэффициентов осуществ
оценки риска. При этом использо
торой коэффициенты дискретного
по формуле:

а ре-
ком

ения 
ери-
изо-
лась 
спы-
ами
ла-

при-
рмы;
лось
ных 
аек-
дер-

не-
мор), 
траектории с помощью использования вейв-
4] или с помощью адаптивного метода уда-
ethod) [15].
влет-преобразования пороговая обработка
лялась по принципу Штейна несмещенной

овалась схема мягкой фильтрации, при ко-
о вейвлет-преобразования dj,kdd  изменялись

( ))(
0 j k,

j k,

j k, j k,

d pj k,
d j

d psign d ( ) d))(( )j ,, j k,

⎧⎪⎧⎧= ⎨
⎪⎪

d( ) j k⎪
⎨⎨
⎩⎪⎪

,

где p — выбранное значение порога на масштабе j связано с числом N точекN
оцифровки исходной функции и  дисперсией вейвлет-коэффициентов σ на 
первом масштабе следующим обраазом [1]:

2
1,2 /1 k

k

d N2 /2
1σ = ∑ .

Адаптивный метод удаления тренда основан на разделении временного
ряда на сегменты длины w с последующей аппроксимацией каждого сегментаw
полиномом порядка m [15]. 

Колебательные тренды, выделенные из зарегистрированной траектории 
изометрического усилия с использованием двух описанных выше алгоритмов,
приведены на рис.  1.2. Оставшаяся после выделения медленного тренда бы-
страя непроизвольная компонента (тремор) представлена на рис. 1.3.
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Вейвлет-преобразование широко используется для решения широкого класса 
задач, связанных с анализом физиологических сигналов, например анализом 
электрокардиограмм [16–22], электроэнцефаллограмм и томограмм мозга [10–
16]. Метод вейвлет-анализа используется также при исследовании электриче-
ской активности нервных клеток [30–36] и последовательностей времен жизни 
ионных каналов [37].

Метод вейвлет-преобразования [38] позволяет разложить одномерный 
сигнал, представленный в виде ряда числовых значений { } 1( ) N

i i
x t = , по набору 

копий одной исходной функции-прототипа (материнского вейвлета ψ(t)). Эти 
копии (вейвлетные функции) масштабируются в  некоторое число раз (т. е. 
растягиваются во времени) и смещаются на некоторое расстояние: 

0

0
,

1
a t

t t

aa

−⎛ ⎞ψ = ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

где a и t0 — параметры масштаба и сдвига, определяющие ширину и смещение 
вейвлета, при этом временной масштаб (a) обратно пропорционален частоте 
преобразования Фурье. Cмещение вейвлета вдоль изучаемого сигнала дает 
возможность обнаружить изменение во времени масштаба, а  значит, и  ча-
стоты сигнала [14], что важно для существенно нестационарных сигналов, ка-
кими являются большинство физиологических сигналов.

Вейвлет-преобразование непрерывного сигнала представляет собой 
свертку сигнала с вейвлетной функцией: 

0

*
0 ,( , ) ( ) ,a tW a t x t dt

+∞

−∞

= ψ∫
где символ 

0

*
,a tψ  означает комплексно-сопряженную функцию. Величина ко-

эффициента W(a, t0) вейвлет-преобразования характеризует наличие и интен-
сивность соответствующего временного масштаба a в момент времени t0. 
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Дискретное вейвлет-преобразование вычисляется для дискретных значений 
параметров масштаба a = 2m и сдвига t0 = 2m k, где k, m — целые числа. В этом 
случае семейство вейвлетных функций имеет следующий вид [26]: 

,
1 2( ) .

22

m

m k mm

t k
t

⎛ ⎞−φ = φ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

На m-уровне разложения дискретное преобразование сигнала представ-
ляет собой суперпозицию вейвлетных функций. После обратного вейвлет-пре-
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ионных каналов [37].

Метод вейвлет-преобразования [38] позволяет разложить одномерный
сигнал, представленный в виде ряда числовых значений { } 1

N

i= , по набору 
копий одной исходной функции-прототипа (материнского вейвлета ψ(t)). Эти 
копии (вейвлетные функции) масштабируются в  некоторое число раз (т. е. 
растягиваются во времени) и смещаются на некоторое расстояние:

0,
1

a t,
a

⎛ ⎞0t t
ψ = ψ= ψ

0a t, ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎛ ⎞⎛ ⎞0

⎝ ⎠a
⎜ ⎟⎜ ⎟

a
,

где a и t0 tt — параметры масштаба и сдвига, определяющие ширину и смещение сдвига, опреде
вейвлета, при этом временной масшштаб (a тно пропорционален частоте ) обрат
преобразования Фурье. Cмещение вейвлета вдоль изучаемого сигнала даете вейвлета вдо
возможность обнаружить изменение во емени масштаба, а  значит, и  чание во времен -
стоты сигнала [14], что важно для с щественно нестационарных сигналов, касущественно н -
кими являются большинство физиологических сигналов.ологических си

Вейвлет-преобразование непрерывного сигнала представляет собой рерывного си
свертку сигнала с вейвлетной функццией: 

0

*
,0 ,( , 0 t, d*( )) *W a t( , ), )0

+∞

−∞

( )(∫∫
где символ 

0

*
,a t,ψ  означает комплексно-сопряженную функцию. Величина косно-сопряженн -

эффициента W(a, t0tt ) вейвлет-преобразования характеризует наличие и интенбразования хар -
сивность соответствующего временного масштаба нного масштаб a в момент времени t0tt . 
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Дискретное вейвлет-преобразование вычисляется для дискретных значенийие вычисляетс
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⎞⎛ 2mkφ = φ1( )m k, ⎟⎜
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⎜ ⎟m
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На m-уровне разложения дискретное преобразование сигнала представ-
ляет собой суперпозицию вейвлетных функций. После обратного вейвлет-пре-
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образования анализируемый сигнал x(t) равен сумме сглаженной (низкоча-
стотной) компоненты последнего уровня (Am) и детализирующих (высокоча-
стотных) компонент всех уровней (Dm, …, D1) разложения (рис. 1.4).

Компонента A3(t) описывает грубое приближение к  исходному сигналу 
на третьем уровне разложения, а D1(t)… и D3(t) — мелкомасштабные детали, 
полученные на трех уровнях разложения; при этом компонента D1(t) харак-
теризует наиболее высокочастотные детали анализируемого сигнала. Таким 
образом, дискретное вейвлет-преобразование фактически является прохож-
дением сигнала через определенные частотные фильтры, а кратномасштабный 
алгоритм многоуровнего разложения и  последующего восстановления сиг-
нала позволяет выявить особенности этого сигнала на различных частотах 
[14]. Пример сглаженной и детализирующих компонент вейвлет-разложения 
физиологического сигнала представлен на рис. 1.5.

В отличие от оконного преобразования Фурье, имеющего одно и  то же 
разрешение по времени и частоте для всех точек сигнала, вейвлетные функции 
имеют уменьшающееся (при уменьшении масштаба) разрешение по времени 
и увеличивающееся (при увеличении масштаба) разрешение по частоте [40]. 
Это свойство вейвлет-преобразования дает ему большое преимущество при 
анализе сигнала, так как «адаптивное» частотно-временное окно позволяет 
с  хорошей точностью извлекать высокочастотную информацию из  относи-
тельно малых временных интервалов, а низкочастотную информацию — опре-
делять из относительно широких временных интервалов сигнала.

Для анализа полученных компонент сигнала обычно используется бы-
стрый алгоритм дискретного преобразования Фурье с последующим оценива-
нием спектральной плотности энергии этих компонент, что позволяет опреде-
лить распределение энергии компонент сигнала по частотам [40, 41]. В работе 
[42] предложен оригинальный метод оценки спектральной плотности энергии 
нестационарного сигнала, описание которого приведено в  следующем пара-
графе.

x(t)

A1(t) D1(t)

A2(t) D2(t)

A3(t) D3(t)
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полученные на трех уровнях разложения; при этом компонента D1(t) харак-
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дением сигнала через определенные частотные фильтры, а кратномасштабный 
алгоритм многоуровнего разложения и  последующего восстановления сиг-
нала позволяет выявить особенности этого сигнала на различных частотах 
[14]. Пример сглаженной и детализирующих компонент вейвлет-разложения 
физиологического сигнала представлен на рис. 1.5.

В отличие от оконного преобразования Фурье, имеющего одно и  то же
разрешение по времени и частоте для всех точек сигнала, вейвлетные функции 
имеют уменьшающееся (при уменьшении масштаба) разрешение по времени 
и увеличивающееся (при увеличении масштаба) разрешение по частоте [40].
Это свойство вейвлет-преобразования дает ему большое преимущество при
анализе сигнала, так как «адаптивное» частотно-временное окно позволяет
с  хорошей точностью извлекать высокочастотную информацию из  относи-
тельно малых временных интервалов, а низкочастотную информацию — опре-
делять из относительно широких временных интервалов сигнала.

Для анализа полученных компонент сигнала обычно используется бы-
стрый алгоритм дискретного преобразования Фурье с последующим оценива-
нием спектральной плотности энергии этих компонент, что позволяет опреде-
лить распределение энергии компонент сигнала по частотам [40, 41]. В работе
[42] предложен оригинальный метод оценки спектральной плотности энергии
нестационарного сигнала, описание которого приведено в  следующем пара-
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Спектральная плотность энергии компоненты D(t) сигнала равна квадрату 
Фурье преобразования этой компоненты и описывает распределение энергии 
сигнала по частоте [38]: 

22( ) ( ) iftS f D t e dt− π= ∫ .

Интеграл от cпектральной плотности энергии компоненты D(t) сигнала 

2

1

( )
f

f

E S f df= ∫

определяет накопление спектральной плотности энергии данной компоненты 
в пределах заданной полосы частот [f1, f2]. 

В качестве энергетического параметра оценки спектральной плотности 
в работе [42] предложена следующая величина: 
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Спектраальная плотность энергии компоненты D(t ту ) сигнала равна квадрат
Фурье преобразования этой компоненты и описывает распределение энергиипреобразования этой компоненты и описывает распределение энерги
сигнала по частоте [38]:

22 iftS f D t e dt( ) ( )) ( iftπ22∫ .

Интеграл от cпектральной плотности энергии компоненты D(t) сигнала 

2

1

f2

f1

E S f df( )∫

определяет накопление спектральной плотности энергии данной компонентыр
в пределах заданной полосы частот [f[[ 1ff , f2ff ]. 

В качестве энергетического параметра оценки спектральной плотности 
в работе [42] предложена следующая величина: 
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где fmax — значение частоты, соответствующее максимуму спектральной плот-
ности; Emax  — максимальный уровень накопления спектральной плотности 
энергии, [f1, f2] — интервал значений частот, оставшийся после 5 % фильтрации 
шумовых компонент, т. е. f1 и f2 соответствуют значениям 0,05 Smax и 0,95 Smax 
(рис. 1.6). В приведенной формуле параметр k определяет связь между уровнем 
максимального накопления энергии компоненты сигнала, частотой, соответ-
ствующей максимальному накоплению спектральной плотности энергии, 
и интервалом частот, в котором накоплена эта энергия. 
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Непрерывное вейвлет-преобразование временного ряда, определяющего ис-
следуемый сигнал x(t), обычно записывают в виде [39]: 

 * 0
0

1( , ) ( ) ,
t t

W a t x t dt
aa
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−⎛ ⎞= ψ ⎜ ⎟
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где a — параметр масштаба; t0 — параметр временного сдвига; ψ((t – t0)/a) — 
вейвлет-функция, полученная из базисного вейвлета ψ(t) путем масштабиро-
вания и сдвига по времени, символ * означает комплексное сопряжение. 
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где fmaxff — значение частоты, соответствующее максимуму спектральной плотчение частоты, соответствующее максимуму спектралx -
ности; Emax — максимальный уровень накопления спектральной плотности — максимальный уровень накопления спектральной x
энергии, [f[[ 1ff , f2ff ]] — интервал значений частот, оставшийся после 5 фильтрации% ф
шумовых компонент, т. е. f1 ff и f2 ff соответствуют значениям 0,05 S xmax и 0,95 x Smax 
(рис. 1.6). В прриведенной формуле параметр k жду уровнемопределяет связь меж
максимального накопления эне ии компоненты сигнала, частотой, соответго накопления энергии компоненты сигнала, частото -
ствующей максимальному накоплению спектральной плотности энергии,аксимальному накоплению спектральной плотностнию спектральной п
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следуемый сиггнал x(t), обычно записывают в виде [39]: 

*
0

1( , ) ( )0
1 ,W( , ) (, ) (0
1

dt
a

+∞

−∞−∞

⎛ ⎞0t t
ψ( )(( ⎜ ⎟
⎛ ⎞⎛ ⎞0

⎝ ⎠⎝ ⎠a
⎜ ⎟⎜ ⎟

a∫
где a — параметр масштаба; t0 tt — параметр временного сдвига; ψ((t – t0tt )/a) —
вейвлет-функция, полученная из базисного вейвлета ψ(t) путем масштабиро-
вания и сдвига по времени, символ * означает комплексное сопряжение. 
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В качестве базисного вейвлета при исследовании физиологических сиг-
налов, как правило, применяют комплексный вейвлет Морле [30]:

( ) ,1/4 2 2
0 0 0( ) exp( 0.5 ) exp( ) exp( 0.5 )t t i t−ψ = π − ω − − ω

где второй компонентой в скобках можно пренебречь при ω0 = 2π > 0.
Значение ω0 = 2π обеспечивает простое соотношение между масштабом a 

и частотой f спектра Фурье: f = 1/a. Тогда вейвлет-преобразование сигнала x(t) 
можно записать в виде:

( )1/4 2 2
0 0 0( , ) ( )exp( 0.5( ) ) exp( 2 ( )W f t f x t t t f i t t f

∞
−

−∞

= π − − − π −∫ dt.

Величина модуля вейвлетного спектра |W(f, t0)| характеризует наличие 
и  интенсивность частоты f в  момент времени t0 в  анализируемом сигнале, 
а величина квадрата модуля |W(f, t0)|2 определяет мгновенное распределение 
энергии фрагмента сигнала по частотам, т. е. локальный вейвлетный спектр 
энергии в момент времени t0. Этот спектр характеризует локализацию опреде-
ленной частоты по времени ее возникновения в сигнале.

После интегрирования локальных спектров во времени можно получить 
глобальный вейвлетный спектр 

2
2

0 0

1

( ) ( , )
t

t

E f W f t dt= ∫ ,

т. е. интегральное распределение энергии вейвлетного спектра сигнала по ча-
стотам в определенном интервале времени [t1, t2].

Примеры локального и  глобального спектров сигнала приведены на 
рис. 1.7. На представленном рисунке глобальный вейвлетный спектр показы-
вает широкий интервал частот в исследуемом сигнале с максимумом на частоте 
11 Гц. Однако локальный вейвлетный спектр демонстрирует, что в данном ин-
тервале записи максимальная частота сигнала присутствовала не постоянно, 
а в некоторые определенные промежутки времени. 

Отметим, что спектр мощности Фурье информацию о  временной лока-
лизации максимальной частоты в сигнале не дает, как не дает ее и его аналог 
(глобальный вейвлетный спектр). Различия в  информации, представляемой 
локальным и глобальным вейвлетными спектрами, показаны на рис. 1.8 и 1.9.

На рис. 1.8 изображен периодический сигнал x(t), частота которого в те-
чение первых двух секунд составляет 3,84 Гц, а в последующие увеличивается 
до 62,8 Гц, т. е. сигнал, заданный следующей функцией:

1

2

sin(2 )
( )

sin(2 ),
w t

x t
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π⎧⎪= ⎨ π⎪⎩
.
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В отличие от этого на рис. 1.9 показан двухпериодический сигнал y(t), со-
держащий обе частоты 3,84 и 62,8 Гц одновременно, т. е. заданный:

  1 2( ) sin(2 ) 0.5sin(2 ),y t w t w t= π + π  w1 = 3,  w2 = 10 .
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  1 2( ) sin(2 ) 0.5sin(2 ),y t w t w t= π + π   
w1 = 3,  w2 = 10

Глобальный вейвлетный спектр, как и  спектр Фурье, не различает сиг-
налы x(t) и y(t), в то время как локальный вейвлетный спектр демонстрирует 
различия в частотно-временных особенностях сигналов.
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Преимущества вейвлетного анализа сигналов по сравнению с  классическим 
спектральным анализом, основанном на дискретном преобразовании Фурье, 
широко обсуждаются в работах [14, 45, 46]. В случае когда необходимо только 
определить усредненные по времени спектральные компоненты, представ-
ленные в  анализируемом сигнале, классический подход может быть успешно 
применен. Однако если нас интересует распределение во времени различных 
частотных компонент, использование вейвлетов имеет значительные преиму-
щества [18]. В отличие от быстрого преобразования Фурье (FFT) непрерывное 
вейвлет-преобразование позволяет получить информацию об изменении ча-
стотных характеристик сигнала во времени, т. е. узнать, в  какие именно мо-
менты времени возникают те или иные частоты [44]. Следовательно, метод 
непрерывного вейвлет-преобразования хорошо подходит к  изучению так 
называемых event-related модуляций ЭЭГ [46], поскольку его результаты со-
держат информацию не только о распределении энергии сигнала по частотам, 
но и о моментах времени, в которые происходят эти быстрые модуляции частот.
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Другим подходом к  исследованию сигналов может быть использование 
оконного преобразования Фурье (STFT). Алгоритм этого метода состоит 
из следующей последовательности процедур: 1) запись ЭЭГ разделяется на ко-
роткие перекрывающиеся фрагменты; 2) для каждого фрагмента применяется 
быстрое преобразование Фурье с  оконной функцией, например окном Хэм-
минга; 3) далее окно сдвигается на число значений, равных разности w — n, 
где w — длина окна, n — число значений, которые перекрываются в каждом 
сегменте [47]. 

В силу такого алгоритма спектр, полученный при помощи оконного пре-
образования Фурье, является произведением сигнала и  оконной функции, 
а результат оконного преобразования Фурье зависит от обоих параметров w 
и n. Поэтому при использовании оконного преобразования Фурье оказывается 
невозможным одновременно обеспечить хорошее разрешение как по времени, 
так и по частоте. Чем у́же окно, тем выше разрешение по времени, но ниже по 
частоте, т. е. узкое окно не обеспечивает хорошего определения частот в струк-
туре исследуемого сигнала. Таким образом, фиксированный размер окна в ме-
тоде STFT не позволяет описать локальные свойства паттернов ЭЭГ. 

В отличие от оконного преобразования Фурье в вейвлетном анализе ис-
пользуются окна различных размеров, в силу чего удается найти оптимальный 
компромисс для частотно-временного разрешения анализируемого сигнала. 
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Для сравнения динамики двух сигналов y(t) и  x(t) используется оценивание 
кросс-вейвлетного спектра 

*
0 0( , ) ( , )xy x yW W f t W f t= ,

определяющего локальные соотношения между двумя сигналами в  опреде-
ленные моменты времени на определенных частотах [35].

На рис. 1.10 представлены два периодических сигнала x(t) и y(t), заданные 
функциями
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w1 = 8,    если  0 < t < 2.2 
w2 = 2,    если 2.2 ≤ t < 4.6 ,

и кросс-вейвлетный спектр этих сигналов, отражающий их ковариантность 
(одновременное существование во времени) на частоте 8  Гц в  первые 2,2  с, 
и последующую ковариантность на частоте 2 Гц в последние 2,4 с.
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Для сравнения динамики двух сигналов y(t) и x(t) можно оценить также 
вейвлет-когерентность этих сигналов [49]: 

( )

( ) ( )

xy

xx yy

S W
WC

S W S W
= .

Cимвол S обозначает предварительное сглаживание сигнала до приме-
нения к  нему вейвлет-преобразования с  целью улучшения частотно-времен-
ного разрешения и  статистической значимости [48]. Вейвлет-когерентность 
WC может принимать значения от 0 до 1 и описывает локальные корреляции 
между двумя сигналами; чем ближе это значение к 1, тем более коррелированы 
сигналы. Статистически значимая вейвлет-когерентность определяется, как 
правило, с использованием теста, в котором исходный сигнал рандомизируется 
по методу Монте-Карло, и статистический уровень значимости каждой частоты 
в сигнале оценивается по нескольким рандомизированным реализациям [49]. 
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Оценка степени фрактальности физиологических сигналов важна при иссле-
довании флуктуаций ритмов мозга [50] для анализа генерации потенциалов 
действия нейронами и  последовательностей времен жизни ионных каналов 
[37, 50–56]. При этом в основе фрактальности ритмов мозга лежит фракталь-
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Для сраввнения динамики двух сигналов y(t) и x(t нить также) можно оцен
вейвлет-когеррентность этих сигналов [49]: 
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между двумя сигналами; чем ближе это значение к 1, тем более коррелированы 
сигналы. Статистически значимая вейвлет-когерентность определяется, как
правило, с использованием теста, в котором исходный сигнал рандомизируется 
по методу Монте-Карло, и статистический уровень значимости каждой частоты
в сигнале оценивается по нескольким рандомизированным реализациям [49]. 
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Оценка степени фрактальности физиологических сигналов важна при иссле-
довании флуктуаций ритмов мозга [50] для анализа генерации потенциалов
действия нейронами и  последовательностей времен жизни ионных каналов
[37, 50–56]. При этом в основе фрактальности ритмов мозга лежит фракталь-
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ность длительностей открытого или закрытого состояний ионных каналов 
и связанных с ними микротоковых флуктуаций одиночных ионных каналов 
и  далее интегральных ионных токов, формирующих ритмическое возбуж-
дение нейрона и изменение состояния мембранных белков и мембраносвязан-
ного Ca+2 [57–60].

Фрактальность физиологического процесса связана с  наличием сильно 
изрезанной формы графика функции, описывающей колебательный процесс, 
и с некоторой повторяемостью в широком диапазоне временных масштабов 
[61]. Для функции, обладающей свойством фрактальности, справедливо сле-
дующее соотношение: 

0 0 0 0( ) ( ) ( ( ) ( )),Hg x lx g x l g x x g x+ − ≈ + −

где показатель степени H, называемый экспонентой Херста, характеризует не-
регулярность функции g(x) в окрестности точки x0. Чем меньше величина H, 
тем более сингулярна (менее гладкая) функция [62]. 

Для численной оценки показателя Херста, как правило, применяется 
метод анализа флуктуаций относительно тренда (detrended fluctuation analysis) 
[63]. 

Алгоритм вычисления показателя Херста состоит в следующем:

1. Для исходного ряда значений { } 1( ) N

i i
x t =  вычисляется интегрирован-

ная последовательность { } 1( ) ,N

k
y k =  состоящая из накопленных откло-

нений от среднего kx
� : 

1
ˆ( ) ( )

k

i k
i

y k x x
=

= −∑ .

2. Эта последовательность разбивается на некоторое число m = N/n не-
перекрывающихся интервалов длины n. 

3. В каждом из интервалов полученная интегрированная последователь-
ность аппроксимируется прямой по методу наименьших квадратов. 

4. Координата yn(k) прямой является средним значением интегрирован-
ной последовательности на k-м интервале и  обозначает локальный 
тренд в пределах выбранного интервала. 

5. Среднеквадратичные отклонения (флуктуации) вычисленной инте-
грированной последовательности относительно локального тренда 
для k-го интервала вычисляются по формуле: 

2

1

1( ) [ ( ) ( )] .
N

n
k

F n y k y k
N =

= −∑

6. Далее вычисления повторяются для других значений длины интерва-
ла n от 5 до 100. 
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ность длительностей открытого или закрытого состояний ионных каналов
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В силу того что при увеличении длины интервала n значение F(n), как 
правило, возрастает по степенному закону: F(n) ~ nα, скейлинговая экспонента 
α может быть вычислена как угловой коэффициент прямой, определяющей 
зависимость log F(n) от log n. При α ≤ 1 полученное значение α совпадает со 
значением показателя Херста H. Фрактальная размерность сигнала D связана 
с показателем Херста H следующим образом:

D = 2 – H. 

К недостаткам метода следует отнести тот факт, что для надежного вы-
числения показателя Херста и, соответственно, фрактальной размерности 
требуется большой временной ряд, а  физиологический сигнал, как правило, 
при длительной записи меняет характер своего поведения многократно. Поэ-
тому вычисленная фрактальная размерность не будет связана с локальной ди-
намикой исследуемого процесса, а будет характеризовать некоторую ее усред-
ненную динамику. В этом смысле для описания динамики физиологического 
процесса лучше подходит концепция мультифрактальности.
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Если для описания фрактальности монофрактального сигнала достаточно 
одной величины (фрактальной размерности сигнала), определяющей сохра-
няемость статистических характеристик исследуемого сигнала при изменении 
масштаба (частоты), то для того чтобы охарактеризовать мультифрактальный 
сигнал, необходимо использовать целый спектр фрактальных размерностей.

Информация о возможной мультифрактальной структуре исследуемого 
сигнала и ее временной локализации t0 отражается в асимптотическом пове-
дении коэффициентов вейвлет-разложения сигнала |W(f, t0)| при малых зна-
чениях масштаба и, соответственно, больших значениях частот f [49]. Чем 
быстрее уменьшаются вейвлет-коэффициенты при a→0, тем более регулярен 
сигнал в  окрестности точки t0. Медленное уменьшение вейвлет-коэффици-
ентов при a→0 в окрестности точки t0 свидетельствует о наличии сингуляр-
ности (особенности в виде изрезанности сигнала) в этой точке. Таким образом, 
скорость изменения модуля коэффициентов вейвлет-преобразования сигнала 
позволяет определять наличие или отсутствие сингулярностей этого сигнала. 

Степень сингулярности сигнала x(t) в точке t0 описывается экспонентой 
Гельдера, h(t0), т. е. наибольшей экспонентой, при которой анализируемый 
сигнал может быть представлен суммой двух компонент: полинома Pn(t), опи-
сывающего регулярное поведение анализируемого сигнала, и слагаемого, опи-
сывающего его нерегулярное поведение [62]: 

0( )
0( ) ( ) h t

nx t P t c t t= + − .
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няемость статистических характеристик исследуемого сигнала при изменении
масштаба (частоты), то для того чтобы охарактеризовать мультифрактальный
сигнал, необходимо использовать целый спектр фрактальных размерностей.

Информация о возможной мультифрактальной структуре исследуемого
сигнала и ее временной локализации t0tt отражается в асимптотическом пове-
дении коэффициентов вейвлет-разложения сигнала |W(f(( ,ff t0tt )| при малых зна-
чениях масштаба и, соответственно, больших значениях частот f [49]. Чем 
быстрее уменьшаются вейвлет-коэффициенты при a→0, тем более регулярен 
сигнал в  окрестности точки t0tt . Медленное уменьшение вейвлет-коэффици-
ентов при a→0 в окрестности точки t0 tt свидетельствует о наличии сингуляр-
ности (особенности в виде изрезанности сигнала) в этой точке. Таким образом,
скорость изменения модуля коэффициентов вейвлет-преобразования сигнала 
позволяет определять наличие или отсутствие сингулярностей этого сигнала. 

Степень сингулярности сигнала x(t) в точке t0 tt описывается экспонентой 
Гельдера, h(t0tt ), т. е. наибольшей экспонентой, при которой анализируемый
сигнал может быть представлен суммой двух компонент: полинома Pn(t), опи-
сывающего регулярное поведение анализируемого сигнала, и слагаемого, опи-
сывающего его нерегулярное поведение [62]: 
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