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 ПРЕДИСЛОВИЕ 

 
В пособии рассматриваются вопросы, связанные с математи-

ческим моделированием финансовых и страховых инструментов.      
В первой главе приводятся классические результаты, восходящие      
к работе Г. Марковица, относящиеся к теории портфельных инвести-
ций. Дается математическая постановка задачи и ее решение как 
собственно для задачи Г. Маковица, так и для ее модификации, 
принадлежащей Дж. Тобину. На примерах иллюстрируется важная 
роль ковариаций в описываемых построениях. Также первая глава 
посвящена модели ценообразования на рынке капитала (CAPM), 
параметрам α  и β  ценной бумаги, обобщениям модели САРМ.  

Вторая глава работы посвящена математическим моделям             
в страховании. Здесь вводятся основные понятия, связанные с 
моделированием: функция выживания, кривая смертей, интен-
сивность смертности. Далее рассматриваются аналитические законы 
смертности: модели де Муавра, Вейбула, Мэйкхама и Гомперца. 
Приведен анализ моделей краткосрочного и долгосрочного стра-
хования. 

В третьей главе рассматриваются вопросы, относящиеся к введе-
нию в современный стохастический анализ. В отличие от первых 
двух глав, в которых рассматриваются классические подходы             
к построению стохастических моделей, в данной главе вводятся поня-
тия, характерные для современных подходов к стохастическому 
моделированию. Определяется стохастический базис, поток σ -алгебр, 
фильтрация и стохастический процесс, согласованный с фильтрацией. 
Намечаются подходы к моделированию финансовых рынков, осно-
ванные на развиваемой теории.  

Цель – представить в доступной для обучающихся форме 
основные понятия и положения теории портфельных инвестиций, 
модели ценообразования на рынке капитала, а также основные 
понятия страховой математики и стохастического финансового 
анализа.      
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1. ФИНАНСОВЫЙ АНАЛИЗ В УСЛОВИЯХ РИСКА 
И НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 

 
1.1. Теория Марковица–Тобина–Шарпа 

 
В процессе составления портфеля финансовых активов или 

портфеля мероприятий, направленных на получение финансовой 
прибыли, (проекты, заказы, инвестиции) обычно преследуется цель – 
получить максимальный доход при минимальном риске. Однако 
стремление получить высокий доход обычно сопряжено с высоким 
риском. Теория портфеля позволяет находить рациональные компро-
миссы между ожидаемым доходом и риском финансовых операций. 

Начало формирования теории портфеля связывают с работой      
Г. Марковича, впоследствии награжденного Нобелевской премией за 
свои результаты в этой области. Названная теория была развита для 
портфелей ценных бумаг, поскольку вложения в ценные бумаги 
можно теоретически рассматривать как бесконечно делимые, что 
упрощает построения, а богатая статистика позволяет достаточно 
точно аппроксимировать вероятностные характеристики этих финан-
совых инструментов. 

Пусть рассматривается набор из N видов ценных бумаг, причем 
доходность (норма дохода) ценной бумаги i-го вида описывается 
случайной величиной ir . Портфель мы ассоциируем с N-мерным 
вектором у, каждая компонента которого 0iy   соответствует доле 
содержания ценных бумаг i-го вида (в их денежном выражении)         

в портфеле: 
1

1
N

i
i

y


 . Ожидаемая (средняя) доходность портфеля нахо-

дится по формуле  

1
,

N

p i i
i

M y x


                                         (1.1) 

где ix  – математическое ожидание (ожидаемое значение) доходности 
бумаги i-го вида, ( )i ix M r . Как правило, доходность измеряется         
в долях единицы или в процентах (числу 0,1 соответствует 10 %, 0,25 
– 25 % и т. д.). 

Ожидаемый разброс, отклонение доходности портфеля от сред-
него значения находится как среднеквадратичное отклонение  

2

2

1
σ .
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M y r M
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Можно указать другое выражение для вычисления 2σ p :  

2

1 1
σ σ( )σ( )cor( , ),

N N

p i j i j i j
i j

y y r r r r
 

                          (1.2) 

где символ 2σ p  означает дисперсию; символ cor( , )i jr r  – коэффициент 

корреляции между величинами ir  и jr . Если портфель состоит из 
некоррелированных между собой ценных бумаг, то для разброса 

доходности портфеля справедлива следующая формула: 2 2 2

1
σ σ ( ).

N

p i i i
i

y r


  

Среднеквадратичное, или стандартное, отклонение σ p  – пока-
зывает меру отклонения доходности портфеля от ее среднего 
значения. Эта величина σ p , называемая иногда степенью неопре-
деленности, и трактуется в рамках излагаемого подхода как риск 
портфеля, она измеряется в тех же единицах, что и доходность. 

Стоимость (полезность) некоторого финансового результата, 
который характеризуется случайной величиной, может быть оценена 
как ее среднее значение, скорректированное с учетом премии за риск. 
В связи с этим стоимость портфеля можно оценить с помощью па-
раметров pM  и σ p . Эти параметры являются ключевыми в теории 
портфеля. 

Приведем пример расчета ожидаемой доходности и риска порт-
феля, состоящего из двух видов ценных бумаг. Предположим, что 
ожидаемые доходности Ax  акций А и Bx  акций В равны 20 и 40 % 
соответственно; σA  = 10 %, σB = 50 %. Рассмотрим портфель, состоя-
щий из 100 %y   акций В и (1 ) 100 %y   акций А. Интерес представляет 
взаимосвязь доходности портфеля и риска при разных долях акций А 
и В, в частности, возможность минимизации риска путем рациональ-
ного формирования портфеля. Результаты расчетов приведены           
в табл. 1.1  и на рис. 1.1. В каждой строке таблицы показаны значения 
риска портфеля σ p , соответствующие корреляции и доходности. 

Ожидаемая доходность портфеля рассчитана по формуле (1.1) 
 μ ( ) (1 ) 40 (1 ) 20.p B AM y yM y M y y          

Риск портфеля σ p  найден в соответствии с равенством (1.2)  
2 2 2 2σ σ (1 ) σ 2 (1 )σ σ cor( , ),p B B BA A Ay y y y r r      

где cor( , )A Br r  – корреляция доходностей акций А и В,  
cov( , )

cor( , ) ;
σ σ

cor( , ) [( )( )].

A B
A B

A B

A B A A B B

r r
r r

r r M r x r x
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