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Введение 
 
Настоящая работа представляет собой компактное изложение вопро-

сов курса  математики, предусмотренных учебными программами боль-
шинства инженерно-технических направлений бакалавриата в первом 
семестре. Учебный материал структурирован на 23 лекции, каждая из ко-
торых носит законченный характер, строго выверена по объему на реаль-
ное лекционное время, имеет четкую внутреннюю структуру, что являет-
ся важным для системного восприятия курса. 

Стиль изложения учебного материала соответствует типу работы, по-
этому в ней нет глав и параграфов, нет громоздких числовых обозначе-
ний определений, теорем, формул. Особое внимание уделяется обеспече-
нию согласованности терминологии и обозначений с базовыми задачни-
ками. 

Данное пособие предназначено, главным образом, для студентов, но 
может быть полезным и для молодых преподавателей высшей школы с 
методической точки зрения. 

Приложением к учебному пособию является CD-ROM, содержащий 
электронную версию конспекта лекций. Последняя пронизана системой 
гиперссылок различных уровней, поэтому особенно удобна к использо-
ванию в период подготовки к экзаменам. Электронный конспект по срав-
нению с традиционным обладает повышенной информационной функци-
ей, открыт для оперативных изменений и дополнений, что является важ-
ным для преподавателей и студентов в организации самостоятельной ра-
боты, может быть использован в системе дистанционного образования. 
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I. Алгебра матриц 
 
 
Лекция 1. Матрицы и определители, их характеристики 
 
Содержание 
1. Понятие матрицы. 
2. Определители второго, третьего, n -го порядка. 
3. Свойства определителей. 
4. Разложение определителя по элементам строки или столбца. 
5. Вычисление определителей 

n

-го порядка (2 метода). 
 
 1.1. Понятие матрицы 
 
Определение 
Матрицей размера  nm  называется прямоугольная таблица чисел ,ija  

где 1, 2, ...,i m  – номер строки, 1, 2, ...,j n  – номер столбца, таких, на 
пересечении которых расположены числа ij

a , 





















mnmmm

n

n

aaaa

aaaa
aaaa

...
...............

...

...

321

2232221

1131211

 

 
Пример 











654
321

 – матрица размера  32 . 

Какое число матрицы   соответствует элементу 13a ? 
Этот элемент стоит в первой строке  1i  и третьем столбце  3j .  
Таким образом, 313 a . 
 
Определение 
Если nm  , матрица называется квадратной порядка n . 
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Пример 











43
21

 – квадратная матрица второго порядка. 

Определение 
Главная и побочная диагональ квадратной матрицы – 

 























nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

21

22221

11211

  

побочная диагональ главная диагональ 
 

 
Частные случаи квадратных матриц 
а) треугольная матрица – выше или ниже главной диагонали все эле-
менты равны нулю. 
 
Пример 

,
600
540
321

















  


















765
032
001

 

 
б) диагональная матрица – выше и ниже главной диагонали – нули, на 
главной диагонали произвольные числа. 
 
Пример 



















000
020
001

 

 
в) единичная матрица – диагональная матрица, на главной диагонали 
которой – единицы. 
 
Пример 

 1  – единичная матрица первого порядка. 
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10
01

 – единичная матрица второго порядка. 



















100
010
001

 – единичная матрица третьего порядка. 

Таким образом,  ija , 









.,0
,,1
ji
ji

aij  

 
Определение 
Транспонированная матрица – матрица ,  построенная из матрицы А, 
путем замены строк на столбцы и наоборот (строки и столбцы меняются 
ролями). 
 
Пример 



















333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

,   


















332313

322212

312111

aaa
aaa
aaa

. 

 
Пример 



















987
654
321

,   


















963
852
741

 

 
1.2. Определители второго, третьего, n-го порядка 
 
Рассмотрим квадратную матрицу 2-го порядка 











2221

1211

aa
aa
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Определение 
Определителем второго порядка, соответствующим квадратной матри-

це второго порядка, называется число, обозначаемое det  или 
2221

1211

aa
aa

, 

равное 

12212211
2221

1211det aaaa
aa
aa

 . 

 
Правило 
Определитель второго порядка равен произведению элементов, стоящих 
на главной диагонали, минус произведение элементов на побочной диа-
гонали. 
 
Пример 

1 2
det 1 4 3 2 2.

3 4
         

 
Рассмотрим квадратную матрицу третьего порядка 



















333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 

 
Определение 
Определителем третьего порядка, соответствующим квадратной мат-
рице третьего порядка, называется число 



333231

232221

131211

det
aaa
aaa
aaa

 

 
331221112332132231133221312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa  . 

 
Правило треугольника 
В выражение определителя со знаком '' входят произведение элементов, 
стоящих на главной диагонали, и произведения элементов, расположен-
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ных в вершинах треугольников, основания которых параллельны главной 
диагонали; со знаком '' ... (то же про побочную диагональ). 
 
Пример 

1 2 3
det 4 5 6 1 5 9 2 6 7 4 8 3 7 5 3 4 2 9 1 6 8 0.

7 8 9
                      

 
Определителем n-го порядка, соответствующим матрице n -го порядка, 
называется число, равное сумме всевозможных произведений элементов 
матрицы, взятых по одному из каждой строки и из каждого столбца и 
снабженных знаками «+» или «–» по некоторому определенному правилу 
(строгое определение этого понятия можно найти в учебной литературе, 
в данном курсе оно не требуется). 
 
1.3. Свойства определителей 
(уметь доказывать для определителей третьего порядка) 
 
1. При транспонировании матрицы ее определитель не меняется: 

 detdet . 
 
Доказательство 
Вычислить левую и правую части равенства по правилу треугольника и 
сравнить результаты. 
 
2. Перестановка любых двух строк (столбцов) меняет знак определите-
ля: 

321

321

321

321

321

321

ccc
aaa
bbb

ccc
bbb
aaa

  

 
3. Определитель с двумя равными строками (столбцами) равен нулю: 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

0.
a a a
a a a
c c c

  

 
Доказательство 

Рассмотрим 

321

321

321

ccc
aaa
aaa

  Переставим в этом определителе первую  

и вторую строки. По предыдущему свойству 
 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

.
a a a a a a
a a a a a a
c c c c c c

     

Следовательно, 02  . Отсюда 0.   
 
4. Общий множитель строки (столбца) можно выносить за знак опреде-
лителя: 

321

321

321

321

321

321

ccc
bbb
aaa

k
ccc
bbb
kakaka

  

 
Пример 

Найти определитель матрицы 
16 32 48
5 5 6
7 8 9

 
 

   
 
 

 

 
Как это сделать? Мы знаем, что для того чтобы найти определитель, со-
ответствующий квадратной матрице третьего порядка, можно воспользо-
ваться правилом треугольника. Заметим, что в данном случае вначале 
рационально воспользоваться свойством 4. 
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Таким образом, 
16 32 48 1 2 3 1 2 1

det 5 5 6 16 5 5 6 16 3 5 5 2
7 8 9 7 8 9 7 8 3

       

 16 3 1 5 3 2 2 7 5 8 1 7 5 1 5 2 3 1 2 8 48 2 96                       
Чтобы избежать основной ошибки, которую часто допускают при вычис-
лении определителей, используя это свойство, нужно учесть следующее: 
если общий множитель имеют несколько строк (столбцов), то его от-
дельно выносят из каждой строки (каждого столбца). 
 
5. Определитель, у которого две строки (2 столбца) пропорциональны, 
равен нулю: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0.
ka ka ka
a a a
c c c

  

 
6. Определитель, в некоторой строке которого каждый элемент равен 
сумме двух слагаемых, равен сумме двух определителей: 

321

321

321

321

321

321

321

321

332211

ccc
bbb
aaa

ccc
bbb
aaa

ccc
bbb

aaaaaa 









 

 
Пример 

Найти определитель матрицы 


















987
654

13119
 

Можно вычислить определитель, используя уже известные нам приемы. 
Но чтобы упростить задачу, полезно применять вначале свойства, сфор-
мулированные выше, а затем воспользоваться известным алгоритмом. 

9 11 13 8 10 12 1 2 3 1 2 3
det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.

7 8 9 7 8 9 7 8 9 7 8 9
        det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.        det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.        det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.        det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.        det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.        det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.        det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.        det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.        det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.        det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.        det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.        det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.        det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.        det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.        det 4 5 6 6 4 5 6 4 5 6 5 0 4 5 6 0.
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7. Величина определителя не изменится, если ко всем элементам неко-
торой строки (столбца) прибавить соответствующие элементы другой 
строки (столбца), умноженные на число k: 

321

321

332211

321

321

321

ccc
bbb

kbakbakba

ccc
bbb
aaa 

  

 
Замечание 
В новом определителе без изменения записывается строка, которую 
умножали на k  (рабочая строка). 
 
1.4. Разложение определителя по элементам строки или столбца 
 
Определение 
Минором ij  элемента квадратной матрицы ija  называется определи-
тель, полученный из данного путем вычеркивания i-й строки и j-го 
столбца. 
 
Пример 



















987
654
321

 

 

87
54

13  ,   22

1 3
12.

7 9
     

 
Определение 
Алгебраическим дополнением ij  элемента квадратной матрицы ija  

называется число  1 .i j
ij ij


     

 
Пример 

 
1 3

13 13 131 .
      

 
2 3

23 23 231 .
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8. Величина определителя равна сумме произведений элементов некото-
рой строки (столбца) на их алгебраические дополнения: 





3

1
11131312121111

333231

232221

131211

j
jjaaaa

aaa
aaa
aaa

 – 

– формула разложения определителя третьего порядка по первой строке. 
 
Для определителя n-го порядка: 





n

i
ijija

1

det  – формула разложения по элементам j-го столбца; 

 





n

j
ijija

1

det  – формула разложения по элементам i-й строки. 

 
Замечание 
В формулах разложения ij  выражается через определители порядка 

1,n  т. е. на единицу меньше исходного. 
 
9. Сумма произведений элементов некоторой строки (столбца) на соот-
ветствующие алгебраические дополнения элементов другой строки 
(столбца) равна нулю: 

0231322122111  aaa . 
 
10. Величина определителя треугольной матрицы равна произведению 
элементов, стоящих на главной диагонали: 

332211

33

2322

131211

00
0 aaa

a
aa
aaa

 . 

 
Доказательство 
Разложим определитель по элементам первого столбца: 
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33

2322
1111

11
11111131211111 0

100det
a
aa

aaaa  

332211 aaa . 
Замечание 
Перечисленные свойства используются при вычислении определителей. 
 
1.5. Вычисление определителей n-го порядка (2 метода) 
 
I. Понижение порядка по свойству 8 (формулы разложения). 
II. Приведение определителя к треугольному виду (алгоритм на основе 
свойства 7). 
 
Пример  

Вычислить определитель матрицы 























2983
79102
1231
1452

 

 
 
 
Воспользуемся первым методом – понижение порядка определителя. 
Разложим определитель по элементам первого столбца: 

   
1 1 2 1

2 5 4 1
3 2 1 5 4 1

1 3 2 1
det 2 1 10 9 7 1 1 10 9 7

2 10 9 7
8 9 2 8 9 2

3 8 9 2

 
        

       
3 1 4 1

5 4 1 5 4 1
2 1 3 2 1 3 1 3 2 1 2 45 63

8 9 2 10 9 7

 
          

   2 6 3 12 3      . 
Особое внимание при использовании данного метода следует уделить 
множителю  1 .i j
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Рассмотрим второй метод – приведение определителя к треугольному 
виду.  
Для удобства использования данного метода  выберем в качестве рабочей 
строки вторую строку, так как ее первый элемент равен единице и  пере-
ставим первую и вторую строки. Обратите внимание, что при переста-
новке строк знак определителя изменяется на противоположный. 
 

2 5 4 1 1 3 2 1
1 3 2 1 2 5 4 1

det
2 10 9 7 2 10 9 7
3 8 9 2 3 8 9 2

      

Какова цель первого этапа вычислений?  
Необходимо получить нули в первом столбце во второй, третьей и чет-
вертой строчках, то есть всюду под элементом 1. Для этого домножаем 
каждый элемент рабочей строки на 2  и поэлементно складываем  со 
второй строкой, получая, таким образом, ноль на первой позиции второй 
строки. Аналогично домножаем каждый элемент рабочей строки на 2  
и поэлементно складываем  с третьей строкой, получая, таким образом, 
ноль на первой позиции третьей строки; домножаем каждый элемент ра-
бочей строки на 3  и поэлементно складываем  с четвертой строкой, 
получая, таким образом, ноль на первой позиции четвертой строки. 








1310
5540
1010

1231

 

Какова цель второго этапа вычислений?  
Необходимо получить нули во втором столбце в третьей и четвертой 
строчках. Для этого домножаем каждый элемент второй рабочей строки 
на 4  и поэлементно складываем  с третьей строкой, получая, таким обра-
зом, ноль на второй позиции третьей строки. Аналогично домножаем 
каждый элемент рабочей строки на 1  и поэлементно складываем  с чет-
вертой строкой, получая, таким образом, ноль на второй позиции четвер-
той строки. 
Обратите внимание, что первая строка остается без изменений. 
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0300
1500
1010

1231

 

После проделанных преобразований можно заметить, что переставив 
третий и четвертый столбцы, мы приведем определитель к треугольному 
виду. При этом знак определителя вновь меняется на противоположный!  






3000
5100
0110
2131

 

Таким образом,  определитель можно вычислить перемножив элементы, 
стоящие на главной диагонали. 

 

1 3 1 2
0 1 1 0

1 1 1 3 3.
0 0 1 5
0 0 0 3

 
       

 
Лекция 2. Алгебра матриц 
 
Содержание 
1. Основные операции над матрицами и их свойства. 
2. Обратная матрица. 
3. Решение матричных уравнений. 
4. Невырожденные системы n  линейных уравнений с n  неизвестными. 
 
2.1. Основные операции над матрицами и их свойства 
 
Определим несколько отношений и операций над матрицами. 
Рассмотрим матрицы  ija  размера   ,m n   ijb  –  nm . 
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Равенство матриц 
 

      ij ija b , 1i ,… m ; 1j ,… n . 
 
Сложение матриц 
 
Результатом сложения матриц   и   называется матрица С, элементы 
которой являются суммой соответствующих элементов исходных мат-
риц. 

C  



 .ij ij ijc a b   
 
 
 
Умножение матрицы на число 
 

 kC  



 .ij ijc k a   
 
Умножение матриц 
 
Пусть  ija  размера   ,m p   ijb  –   ,p n  

тогда их произведением называется матрица  ijcC  размера  nm : 

C  



 
1

.
p

ij ik kj
k

c a b


  

 
Правило умножения матриц 

1. Перемножать можно лишь матрицы согласованных размеров (число 
столбцов матрицы 



 равно числу строк матрицы В). 
2. Размер матрицы C  равен произведению числа строк матрицы 



 на 
число столбцов матрицы 



, т. е. 

 nm

. 
3. Чтобы получить элемент матрицы произведения ijc , расположенный на 
пересечении i-й строки и j-го столбца следует перемножить соответству-
ющие элементы i-й строки матрицы 



 и j-го столбца матрицы 



 и найти 
сумму полученных произведений. 
 




