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Условия задач Азиатско-Тихоокеанской
математической олимпиады

14-я олимпиада, 2002 год

Задача 1. Даны неотрицательные целые числа a1, a2, . . . , a𝑛. Пусть

a =
�a1 + a2 + . . .+ a𝑛

n

�

,

где [x] — целая часть числа x. Докажите, что a1!a2! . . . a𝑛!¾ (a!)𝑛. При
каких a1, a2, . . . , a𝑛 выполняется равенство?

Задача 2. Найдите все такие пары натуральных чисел a и b, что
a2 + b
b2 − a

и b2 + a
a2 − b

— целые числа.

Задача 3. На сторонах AC и AB равностороннего треугольника ABC
взяты точки P и Q соответственно так, что углы APB и CQA острые.
Пусть R — точка пересечения высот треугольника ABP, S — точка
пересечения высот треугольника AQC. Отрезки BP и CQ пересека-
ются в точке T . Известно, что TR= RS= ST . Найдите все возможные
значения углов CBP и BCQ.

Задача 4. Пусть x, y, z > 0 и 1
x +

1
y +

1
z = 1. Докажите, что

p

x + yz+
p

y + zx +
p

z+ yx ¾
p

xyz+
p

x +
p

y +
p

z.

Задача 5. Найдите все такие функции f : R→ R, что
(i) f (x) = 0 лишь для конечного числа значений x (возможно,

f (x) 6= 0 для всех x);
(ii) f (x4 + y)= x3 f (x)+ f ( f ( y)).

15-я олимпиада, 2003 год

Задача 1. Пусть a, b, c, d, e, f — такие действительные числа, что
многочлен

p(x)= x8 − 4x7 + 7x6 + ax5 + bx4 + cx3 + dx2 + ex + f

разлагается на восемь линейных сомножителей x − x𝑖, где x𝑖 > 0 при
всех i = 1, 2, . . . , 8. Найдите все возможные значения числа f .
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Задача 2. Пусть ABCD — квадратный кусок картонной бумаги со сто-
роной a. На плоскости лежат две прямые `1 и `2, расстояние между
которыми также равно a. Квадрат ABCD расположили на плоскости
таким образом, что `1 пересекает стороны AB и AD в точках E и F
соответственно, а `2 пересекает стороны CB и CD в точках G и H
соответственно. Пусть периметры треугольников AEF и CGH равны
m1 и m2 соответственно. Докажите, что при любом расположении
квадрата сумма m1 +m2 остаётся постоянной.

Задача 3. Пусть k¾ 14 — натуральное число и p𝑘 — наибольшее про-
стое число, которое в точности меньше k. Известно, что p𝑘 ¾ 3k/4.
Пусть n является составным числом. Докажите, что

(а) если n = 2p𝑘, то (n− k)! не делится на n;
(б) если n > 2p𝑘, то (n− k)! делится на n.

Задача 4. Пусть a, b, c — длины сторон треугольника, a + b + c = 1,
и пусть n ¾ 2 — натуральное число. Докажите, что

𝑛
p

a𝑛 + b𝑛 + 𝑛
p

b𝑛 + c𝑛 + 𝑛pc𝑛 + a𝑛 < 1+
𝑛p2
2 .

Задача 5. Даны два натуральных числа m и n. Найдите наименьшее
такое натуральное число k, что среди любых k людей либо найдут-
ся 2m людей, которые образуют m взаимно знакомых пар, либо най-
дутся 2n людей, которые образуют n взаимно незнакомых пар.

16-я олимпиада, 2004 год

Задача 1. Определите все конечные непустые множества S натураль-
ных чисел, для которых

i+ j
(i, j)

является элементом множества S для
всех чисел i и j из S.

Задача 2. Пусть O — центр описанной окружности и H — точка пе-
ресечения высот остроугольного треугольника ABC. Докажите, что
площадь одного из треугольников AOH, BOH и COH равна сумме
площадей остальных двух.

Задача 3. Пусть дано множество S, состоящее из 2004 точек плоско-
сти, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Через L
обозначим множество прямых, проходящих через все пары точек
множества S. Докажите, что точки множества S возможно покрасить
не более чем в два цвета так, чтобы для любых точек p и q множе-
ства S количество прямых из L, разделяющих p и q, было нечётным
тогда и только тогда, когда p и q имеют одинаковый цвет.
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Замечание. Прямая ` разделяет две точки p и q, если p и q лежат
в разных полуплоскостях, на которые ` делит плоскость, и ни одна
из них не лежит на `.

Задача 4. Обозначим через [x] наибольшее целое число, которое
не превосходит действительного числа x. Докажите, что число

h

(n− 1)!
n(n+ 1)

i

является чётным при любом натуральном n.

Задача 5. Докажите, что

(a2 + 2)(b2 + 2)(c2 + 2)¾ 9(ab+ bc+ ca)

для любых действительных чисел a, b, c > 0.

17-я олимпиада, 2005 год

Задача 1. Докажите, что для каждого действительного иррациональ-
ного числа a найдутся такие действительные иррациональные чис-
ла b и b′, что a + b и ab′ будут рациональными, а ab и a + b′ будут
иррациональными числами.

Задача 2. Пусть a, b и c — такие положительные действительные
числа, что abc = 8. Докажите, что

a2
p

(1+ a3)(1+ b3)
+ b2
p

(1+ b3)(1+ c3)
+ c2
p

(1+ c3)(1+ a3)
¾ 4

3 .

Задача 3. Докажите, что существует треугольник, который можно
разрезать на 2005 равных треугольников.

Задача 4. В маленьком городке имеется n2 домов, индексированных
парами чисел (i, j) для 1 ¶ i, j ¶ n. Дома с индексами (i, j), (k, l) на-
зовём соседними, если |i− k|+ | j − l|= 1. В момент времени 0 в доме
с индексом (1, c), где c ¶ n/2, начался пожар. В течение каждого
последующего интервала времени [t, t+ 1] пожарные ставят систему
защиты от пожара одному дому, до которого огонь ещё не добрался,
в то время как пожар распространяется на все незащищённые дома,
каждый из которых соседствуют с некоторым домом, охваченным
пожаром в момент времени t. Дом, где установлена система защиты
от пожара, далее никогда не горит. Процесс завершается, когда рас-
пространение пожара становится невозможным. Какое максималь-
ное число домов могут спасти пожарные?
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Замечание. Можно считать, что городок имеет форму таблицы
размера n× n, где дома суть единичные клетки, (1, 1) — индекс
дома, стоящего в левом верхнем углу, i и j указывают соответ-
ственно строку и столбец дома с индексом (i, j).

Задача 5. На сторонах AB и AC треугольника ABC выбраны соответ-
ственно точки M и N так, что MB = BC = CN. Обозначим через R
и r соответственно радиусы описанной и вписанной окружностей
треугольника ABC. Выразите отношение MN : BC через R и r.

18-я олимпиада, 2006 год

Задача 1. Пусть n — натуральное число. Найдите наибольшее неот-
рицательное действительное число f (n) (которое зависит от n), удо-
влетворяющее следующему условию: если a1 + a2 + . . .+ a𝑛 является
целым числом для действительных чисел a1, a2, . . . , a𝑛, то существует
такое i, что �

�

�a𝑖 −
1
2

�

�

�¾ f (n).

Задача 2. Докажите, что любое натуральное число можно предста-
вить в виде конечной суммы различных целых степеней золотого
сечения τ= (1+

p
5)/2. Под целой степенью золотого сечения τ пони-

мается число вида τ𝑖, где i — целое (не обязательно положительное)
число.

Задача 3. Пусть p¾ 5 — простое число, и пусть r — число всевозмож-
ных различных способов размещения p шашек на шахматной доске
размера p × p таким образом, что не все шашки лежат на одной
строке (но все они могут находиться в одном столбце). Докажите,
что r делится на p5. Здесь мы полагаем, что все шашки идентичны.

Задача 4. Пусть различные точки A и B лежат на окружности O и точ-
ка P является серединой отрезка AB. Окружность O1 касается пря-
мой AB в точке P и касается окружности O. Прямая `— касательная
к окружности O1, проходящая через точку A и отличная от прямой
AB. Пусть C — точка пересечения прямой ` и окружности O, отлич-
ная от точки A. Пусть Q — середина отрезка BC, а окружность O2
касается прямой BC в точке Q и касается отрезка AC. Докажите, что
окружность O2 касается окружности O.

Задача 5. В цирке есть n клоунов, которые выбирают цвета для
одежды и грима из 12 различных имеющихся цветов. При этом каж-



Условия задач • АТМО 2007 17

дому клоуну необходимо использовать не менее 5 различных цветов.
Однажды директор цирка потребовал, чтобы никакие два клоуна
не использовали одинаковый набор цветов и никакие более чем
20 клоунов не могли использовать любой из цветов одновременно.
Найдите наибольшее из возможных значений числа n клоунов, при
которых требование директора было бы выполнимо.

19-я олимпиада, 2007 год

Задача 1. Пусть S — множество из девяти различных целых чисел,
значения простых делителей которых не превосходят 3. Докажите,
что S содержит три различных целых числа, произведение которых
является точным кубом.

Задача 2. Пусть треугольник ABC остроугольный, ∠BAC = 60◦ и
AB > AC. Пусть I — центр вписанной окружности, а H — точка пере-
сечения высот треугольника ABC. Докажите, что 2∠AHI = 3∠ABC.

Задача 3. Рассмотрим n кругов C1, C2, . . . , C𝑛 на плоскости, для ко-
торых при любом i, 1 ¶ i < n, центр круга C𝑖 лежит на окружности
круга C𝑖+1, а центр круга C𝑛 лежит на окружности круга C1. Назовём
весом такой расстановки n кругов число пар (i, j), для которых круг C𝑖
собственным образом содержит круг C𝑗. Найдите максимально воз-
можное значение такого веса (функцию, зависящую от аргумента n).

Задача 4. Пусть x, y и z — такие положительные действительные
числа, что p

x +
p

y +
p

z = 1.

Докажите, что

x2 + yz
p

2x2( y + z)
+

y2 + zx
p

2 y2(z+ x)
+

z2 + xy
p

2z2(x + y)
¾ 1.

Задача 5. Правильный массив фонарей размера 5 × 5 после повре-
ждения стал работать следующим образом: при переключении вы-
ключателя одного из фонарей соседние фонари и сам переключае-
мый фонарь меняют своё состояние из включённого в выключенный,
а из выключенного — во включённый (соседними считаются ближай-
шие фонари, стоящие в одной строке или столбце). Первоначально
все фонари выключены. После определённого количества переклю-
чений в точности один фонарь остался включённым. Найдите все
возможные позиции данного фонаря.
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20-я олимпиада, 2008 год

Задача 1. Пусть дан треугольник ABC, в котором ∠A < 60◦. Пусть X
и Y — такие точки на сторонах AB и AC соответственно, что

CA+ AX = CB+ BX и BA+ AY = BC + CY .

Пусть P — такая точка на плоскости, что прямые PX и PY перпендику-
лярны прямым AB и AC соответственно. Докажите, что ∠BPC < 120◦.

Задача 2. Ученики в классе формируют группы, в каждой из которых
ровно три ученика, таким образом, что любые две различные группы
имеют не более одного общего ученика. Докажите, что если в клас-
се 46 учеников, то найдётся множество из 10 учащихся, в котором
ни одна группа строго не содержится.

Задача 3. Пусть Γ — окружность, описанная около треугольника ABC.
Окружность, проходящая через точки A и C, пересекает стороны BC
и BA в точках D и E соответственно. Прямые AD и CE пересекают Γ
во второй раз в точках G и H соответственно. Касательные к окруж-
ности Γ в точках A и C пересекаются с прямой DE в точках L и M
соответственно. Докажите, что точка пересечения прямых LH и MG
лежит на окружности Γ .

Задача 4. Рассмотрим функцию f : N0 → N0, где N0 — множество
неотрицательных целых чисел, которая определяется следующими
условиями:

(i) f (0)= 0;
(ii) f (2n)= 2 f (n);
(iii) f (2n+ 1)= n+ 2 f (n) для всех n ¾ 0.
(а) Определите такие три множества L, E, G, что

L = {n| f (n)< f (n+ 1)},
E = {n| f (n)= f (n+ 1)},
G = {n| f (n)> f (n+ 1)}.

(б) Для каждого k¾0 положим a𝑘=max{ f (n): 0¶n¶2𝑘}. Найдите
общую формулу, выражающую a𝑘 через k.

Задача 5. Пусть a, b и c — такие целые числа, что 0<a<c−1 и 1<b<c.
Для каждого k (0 ¶ k ¶ a) обозначим через r𝑘 (0¶ r𝑘 < c) остаток
от деления kb на c. Докажите, что два множества {r0, r1, r2, . . . , r𝑎}
и {0, 1, 2, . . . , a} различны.
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21-я олимпиада, 2009 год

Задача 1. Рассмотрим следующую операцию на положительных дей-
ствительных числах, написанных на доске: с доски стирается произ-
вольное число, например r, а вместо него пишется пара положитель-
ных чисел a и b, удовлетворяющих условию 2r2 = ab.

Предположим, что вначале на доске было написано одно положи-
тельное действительное число r и после этого указанная операция
применялась k2 − 1 раз. Докажите, что среди полученных k2 поло-
жительных действительных (не обязательно разных) чисел найдётся
число, которое не превосходит kr.

Задача 2. Пусть a1, a2, a3, a4, a5 — действительные числа, удовлетво-
ряющие следующим равенствам:

a1

k2 + 1
+

a2

k2 + 2
+

a3

k2 + 3
+

a4

k2 + 4
+

a5

k2 + 5
= 1

k2 при k = 1, 2, 3, 4, 5.

Найдите значение выражения
a1

37 +
a2

38 +
a3

39 +
a4

40 +
a5

41 .

Представьте ответ в виде обыкновенной дроби.

Задача 3. Пусть на плоскости находятся три взаимно непересекаю-
щиеся окружности Γ1, Γ2, Γ3, ни одна из которых не лежит внутри
никакой другой. Для каждой точки P плоскости, расположенной вне
данных окружностей, построим шесть точек A1, B1, A2, B2, A3, B3
по следующему правилу: при всех i = 1, 2, 3 точки A𝑖, B𝑖 — такие раз-
личные точки окружности Γ𝑖, что прямые P A𝑖 и PB𝑖 касаются окруж-
ности Γ𝑖. Назовём точку P исключительной, если соответствующие
ей прямые A1B1, A2B2 и A3B3 пересекаются в одной точке. Докажите,
что все исключительные точки плоскости, если таковые существуют,
расположены на одной окружности.

Задача 4. Докажите, что для любого натурального числа k суще-
ствует арифметическая прогрессия a1/b1, a2/b2, . . . , a𝑘/b𝑘 рациональ-
ных чисел, где a𝑖, b𝑖 — взаимно простые натуральные числа при всех
i = 1, 2, . . . , k и все числа a1, b1, a2, b2, . . . , a𝑘, b𝑘 попарно различны.

Задача 5. Ларри и Роб — два робота, которые едут в одном автомо-
биле из Арговы в Зилис. Роботы управляют автомобилем по следую-
щему алгоритму: Ларри поворачивает налево на 90◦ каждые ` кило-
метров начиная от старта; а Роб поворачивает направо на 90◦ каж-
дые r километров начиная от старта, причём ` и r — взаимно простые
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натуральные числа. В случае, когда оба робота должны одновременно
повернуть машину, автомобиль двигается без изменения направления.
Предполагается, что поверхность плоская и неограниченная.

Пусть автомобиль стартует из Арговы в направлении к Зилису.
При каких парах (`, r) автомобиль гарантированно доедет до Зилиса
независимо от расстояния между этими городами?

22-я олимпиада, 2010 год

Задача 1. Дан треугольник ABC, в котором ∠BAC 6= 90◦. Пусть O —
центр описанной окружности треугольника ABC, и пусть Γ — описан-
ная окружность треугольника BOC. Предположим, что Γ пересекает
отрезок AB в точке P, отличной от B, а отрезок AC — в точке Q,
отличной от C. Пусть ON — диаметр окружности Γ . Докажите, что
четырёхугольник APNQ — параллелограмм.

Задача 2. Для натурального числа k назовём целое число точной k-й
степенью, если оно может быть представлено в виде m𝑘 для некоторо-
го целого числа m. Докажите, что для любого натурального числа n
найдутся n таких различных натуральных чисел, что их сумма явля-
ется точной 2009-й степенью, а их произведение — точной 2010-й
степенью. (Напоминаем, что 0 не является натуральным числом.)

Задача 3. В олимпиаде участвуют n школьников (n — натуральное
число). Любые два участника либо знакомы друг с другом, либо не
знакомы. Каково наибольшее возможное количество пар участников,
которые не знакомы друг с другом, но имеют общего знакомого среди
других участников олимпиады?

Задача 4. Дан остроугольный треугольник ABC, в котором AB> BC и
AC> BC. Обозначим через O и H центр описанной окружности и точку
пересечения высот треугольника ABC соответственно. Предположим,
что описанная окружность треугольника AHC пересекает прямую AB
в точке M, отличной от A, а описанная окружность треугольника AHB
пересекает прямую AC в точке N, также отличной от A. Докажите, что
центр описанной окружности треугольника MNH лежит на прямой OH.

Задача 5. Пусть R— множество действительных чисел. Определите
все функции f : R→ R, которые для любых x, y, z ∈ R удовлетворяют
тождеству

f ( f (x)+ f ( y)+ f (z))= f ( f (x)− f ( y))+ f (2xy + f (z))+ 2 f (xz− yz).
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23-я олимпиада, 2011 год
Задача 1. Пусть a, b, c — натуральные числа. Докажите, что числа
a2+b+ c, b2+ c+a, c2+a+b не могут быть одновременно квадратами
целых чисел.

Задача 2. Пять точек A1, A2, A3, A4, A5 расположены на плоскости
так, что никакие три точки не лежат на одной прямой. Определи-
те наибольшее возможное значение наименьшего из углов A𝑖 A𝑗 A𝑘,
где i, j, k — различные индексы из множества {1, 2, 3, 4, 5}.
Задача 3. Дан остроугольный треугольник ABC, в котором∠BAC=30◦.
Биссектрисы внутреннего и внешнего углов при вершине B пересе-
кают прямую AC соответственно в точках B1 и B2, а биссектрисы
внутреннего и внешнего углов при вершине C пересекают прямую
AB соответственно в точках C1 и C2. Предположим, что окружности
с диаметрами B1B2 и C1C2 пересекаются в точке P, находящейся внут-
ри треугольника ABC. Докажите, что ∠BPC = 90◦.

Задача 4. Пусть n — фиксированное положительное нечётное число.
Рассмотрим m+ 2 различные точки P0, P1, . . . , P𝑚+1 на координатной
плоскости, которые удовлетворяют следующим трём условиям (здесь
m — неотрицательное целое число):

(1) P0=(0, 1), P𝑚+1=(n+1, n), и для каждого целого i, 1¶ i¶m, обе
x- и y-координаты точки P𝑖 — целые числа, лежащие на отрезке [1, n];

(2) для каждого целого i, 0 ¶ i ¶ m, прямая P𝑖P𝑖+1 параллельна
оси Ox при чётном i и параллельна оси Oy при нечётном i;

(3) для каждой пары целой пары i, j, 0¶ i < j ¶m, отрезки P𝑖P𝑖+1
и P𝑗P𝑗+1 имеют не более одной общей точки.

Определите наибольшее возможное значение, которое может при-
нимать число m.

Задача 5. Определите все функции f : R→R, где R— множество всех
действительных чисел, удовлетворяющие следующим двум условиям:

(1) существует такое действительное число M, что f (x)< M для
любого действительного числа x;

(2) для любых действительных чисел x, y выполнено равенство
f (x f ( y))+ y f (x)= x f ( y)+ f (xy).

24-я олимпиада, 2012 год
Задача 1. Пусть P является внутренней точкой треугольника ABC,
а D, E и F — точки пересечения прямой AP и стороны BC треугольника,
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прямой BP и стороны CA, прямой CP и стороны AB соответственно.
Докажите, что площадь треугольника ABC равна 6, если площадь
каждого из треугольников PFA, PDB и PEC равна 1.

Задача 2. В каждую ячейку клетчатой доски размера 2012× 2012 по
одному вписаны действительные числа, одновременно не меньшие 0
и не большие 1. Рассмотрим разбиения доски на два непустых прямо-
угольника вдоль горизонтальной или вертикальной линии сетки. Пусть
при любом таком разбиении хотя бы в одном из двух полученных
прямоугольников сумма чисел не будет превышать 1. Определите мак-
симально возможную сумму всех чисел доски размера 2012× 2012.

Задача 3. Определите все возможные пары (p, n), где p — простое
число и n — натуральное число, для которых (n𝑝+1)/(p𝑛+1) является
целым.

Задача 4. Пусть дан остроугольный треугольник ABC. Обозначим че-
рез D основание перпендикуляра, опущенного из вершины A на сто-
рону BC, и пусть M — середина BC, а H — точка пересечения высот
треугольника ABC. Пусть E — точка пересечения описанной окруж-
ности Γ треугольника ABC и луча MH, а F — точка пересечения (от-
личная от E) прямой ED и окружности Γ . Докажите, что выполняется
равенство BF : CF = AB : AC.

Задача 5. Пусть n — натуральное число, большее или равное 2. До-
кажите, что если действительные числа a1, a2, . . . , a𝑛 удовлетворяют
равенству a2

1 + a2
2 + . . .+ a2

𝑛 = n, то выполняется неравенство
∑

1¶𝑖<𝑗¶𝑛

1
n− a𝑖a𝑗

¶ n
2 .

25-я олимпиада, 2013 год

Задача 1. В остроугольном треугольнике ABC, вписанном в окруж-
ность с центром O, проведены высоты AD, BE и CF. Докажите, что
отрезки OA, OF, OB, OD, OC, OE разбивают треугольник ABC на три
пары равновеликих треугольников.

Задача 2. Найдите все такие натуральные числа n, что число
n2 + 1

[
p

n]2 + 2

целое. Здесь [r] обозначает наибольшее целое число, не превосходя-
щее r.
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Задача 3. Для заданных 2k вещественных чисел a1, a2, . . . , a𝑘, b1,
b2, . . . , b𝑘 определим последовательность X𝑛 по формуле

X𝑛 =
𝑘
∑

𝑖=1

[a𝑖n+ b𝑖] (n = 1, 2, . . .).

Докажите, что если X𝑛 образуют арифметическую прогрессию, то
число

∑𝑘
𝑖=1 a𝑖 целое. Здесь [r] обозначает наибольшее целое, не пре-

восходящее r.

Задача 4. Пусть a и b — натуральные числа. Конечные множества A
и B, состоящие из целых чисел, удовлетворяют следующим условиям:

(1) A и B не имеют общих элементов;
(2) если целое число i лежит в A или в B, то i+ a лежит в A, или

i− b лежит в B.
Докажите, что a|A| = b|B|. Здесь |X | обозначает количество эле-

ментов множества X .

Задача 5. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность ω. На про-
должении стороны AC взяли точку P так, что прямые PB и PD касают-
ся ω. Касательная к окружности, проведённая в точке C, пересекает
прямую PD в точке Q, а прямую AD — в точке R. Обозначим через E
вторую точку пересечения прямой AQ с окружностью ω. Докажите,
что точки B, E и R лежат на одной прямой.

26-я олимпиада, 2014 год

Задача 1 (Методический совет Японии). Для натурального числа m
обозначим через S(m) и P(m) сумму и произведение его цифр соот-
ветственно. Докажите, что для любого натурального n существуют
натуральные числа a1, a2, . . . , a𝑛, удовлетворяющие следующим усло-
виям:

S(a1)< S(a2)< . . .< S(a𝑛);

S(a𝑖)= P(a𝑖+1) для всех i = 1, 2, . . . , n− 1;

S(a𝑛)= P(a1).

Задача 2 (Варут Суксомпонг, Таиланд). Пусть S={1, 2, . . . , 2014}. Для
каждого непустого подмножества T ⊆ S должен быть выбран один
из его элементов в качестве его представителя. Найдите количество
всех способов выбора представителей для всех непустых подмно-
жеств множества S, обладающих следующим свойством: если какое-
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либо подмножество D ⊆ S является объединением попарно непере-
секающихся непустых подмножеств A, B, C ⊆ S, то представитель
подмножества D также является представителем по крайней мере
одного из подмножеств A, B, C.

Задача 3 (Варут Суксомпонг, Таиланд). Найдите все натуральные
числа n, для которых при любом целом k существует такое целое a,
что a3 + a− k кратно n.

Задача 4 (Методический совет Австралии). Пусть n и b — натураль-
ные числа. Число n назовём b-различимым, если существует такое
множество из n различных натуральных чисел, меньших b, что в нём
нет двух различных подмножеств с одинаковой суммой элементов.

(а) Докажите, что число 8 является 100-различимым.
(б) Докажите, что число 9 не является 100-различимым.

Задача 5 (Илья Богданов, Россия; Медеубек Кунгожин, Казахстан).
Окружности ω и Ω пересекаются в точках A и B. Пусть M — середина
дуги AB окружности ω (M лежит внутри Ω). Хорда MP окружности ω
пересекает Ω в точке Q (Q лежит внутри ω). Пусть `𝑃 — касатель-
ная к окружности ω в точке P, а `𝑄 — касательная к окружности Ω
в точке Q. Докажите, что окружность, описанная около треугольника,
образованного при пересечении прямых `𝑃, `𝑄 и AB, касается Ω.

27-я олимпиада, 2015 год

Задача 1 (Варут Суксомпонг, Таиланд). На стороне BC треугольни-
ка ABC выбрана точка D. Прямая, проходящая через D, пересекает
отрезок AB и луч AC в точках X и Y соответственно. Окружность,
описанная около треугольника BXD, пересекает окружность ω, опи-
санную около треугольника ABC, вторично в точке Z, отличной от B.
Прямые ZD и ZY пересекают ω вторично в точках V и W соответ-
ственно. Докажите, что AB = VW.

Задача 2 (Анджело ди Паскуале, Австралия). Пусть S= {2, 3, 4, . . .}—
множество всех целых чисел, не меньших 2. Существует ли функция
f : S→ S, для которой при всех таких a, b ∈ S, что a 6= b, выполнено
равенство f (a) f (b)= f (a2b2)?

Задача 3 (Ван Вей Хуа, Гонконг). Последовательность действительных
чисел a0, a1, . . . будем называть хорошей, если выполняются следую-
щие три условия:
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(1) a0 — натуральное число.
(2) для каждого целого неотрицательного i выполнено хотя бы

одно из равенств a𝑖+1 = 2a𝑖 + 1 или a𝑖+1 = a𝑖/(a𝑖 + 2).
(3) существует такое натуральное число k, что a𝑘 = 2014.
Найдите наименьшее из таких натуральных чисел n, что суще-

ствует хорошая последовательность a0, a1, . . . действительных чисел,
для которой a𝑛 = 2014.

Задача 4 (Пакавут Йирандилок и Варут Суксомпонг, Таиланд). Пусть
n — натуральное число. На плоскости заданы 2n различных прямых,
среди которых нет двух параллельных. Некоторые n из этих 2n пря-
мых покрашены синим, а оставшиеся n прямых покрашены красным.
Через B обозначим множество всех точек плоскости, принадлежа-
щих хотя бы одной синей прямой, а через R обозначим множество
всех точек плоскости, принадлежащих хотя бы одной красной пря-
мой. Докажите, что существует окружность, которая имеет с множе-
ством B ровно 2n− 1 общих точек и с множеством R тоже имеет
ровно 2n− 1 общих точек.

Задача 5 (Пакавут Йирандилок и Варут Суксомпонг, Таиланд). Най-
дите все такие последовательности a0, a1, a2, . . . , состоящие из нату-
ральных чисел, что a0 ¾ 2015 и при всех натуральных n¾ 1 выполня-
ются следующие условия:

(1) a𝑛+2 делится на a𝑛;
(2) |s𝑛+1− (n+1)a𝑛|=1, где s𝑛+1=a𝑛+1−a𝑛+a𝑛−1− . . .+ (−1)𝑛+1a0.

28-я олимпиада, 2016 год

Задача 1. Назовём замечательным треугольник ABC, для которого
выполнено следующее условие: пусть D — произвольная точка на сто-
роне BC, а P и Q — проекции точки D на прямые AB и AC соответ-
ственно; тогда точка, симметричная точке D относительно прямой
PQ, лежит на окружности, описанной около треугольника ABC.

Докажите, что треугольник ABC является замечательным тогда
и только тогда, когда ∠A = 90◦ и AB = AC.

Задача 2. Назовём натуральное число чудесным, если оно может
быть представлено в виде 2𝑎1 + 2𝑎2 + . . . + 2𝑎100 , где a1, a2, . . . , a100 —
неотрицательные целые числа, не обязательно различные. Найдите
такое наименьшее натуральное n, что ни одно натуральное число,
делящееся на n, не является чудесным.
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Задача 3. Пусть AB и AC — два различных луча, не лежащих на од-
ной прямой, и пусть ω— окружность с центром O, которая касается
луча AC в точке E и касается луча AB в точке F. Пусть R — точка
на отрезке EF. Прямая, параллельная EF и проходящая через точ-
ку O, пересекает прямую AB в точке P. Пусть N — точка пересечения
прямых PR и AC, а M — точка пересечения прямой AB с прямой,
параллельной AC и проходящей через R. Докажите, что прямая MN
касается окружности ω.

Задача 4. В стране 2016 городов. Авиакомпания Starways хочет орга-
низовать односторонние рейсы между некоторыми парами городов
так, чтобы из каждого города выходил ровно один рейс.

Найдите наименьшее натуральное k, удовлетворяющее следую-
щему условию: как бы авиакомпания ни организовала рейсы, все
города можно будет разбить на k групп так, что из любого города
нельзя будет добраться ни до какого другого города той же группы,
используя не более 28 рейсов.

Задача 5. Найдите все такие функции f : R+→ R+, что равенство

(z+ 1) f (x + y)= f (x f (z)+ y)+ f ( y f (z)+ x)

выполнено для всех положительных x, y, z. (Через R+ обозначено
множество всех положительных действительных чисел.)



Условия задач математической
олимпиады «Шёлковый путь»

1-я олимпиада, 2002 год

Задача 1. В треугольнике ABC точка I — центр вписанной окруж-
ности. Пусть P — точка пересечения биссектрисы угла A с описан-
ной окружностью (P 6= A), D — точка касания вписанной окружности
со стороной BC, а Q — точка пересечения прямой PD с описанной
окружностью (Q 6= P). Докажите, что PI = QI, если отрезок PD равен
радиусу вписанной окружности.

Задача 2. Даны натуральное число n > 2 и положительные действи-
тельные числа a1, a2, . . . , a𝑛. Пусть t, k, p — произвольные натураль-
ные числа, причём 1< t<n. Положим m=k+ p. Докажите следующие
неравенства:

1)
a𝑝

1

a𝑘
2 + a𝑘

3 + . . .+ a𝑘
𝑡

+
a𝑝

2

a𝑘
3 + a𝑘

4 + . . .+ a𝑘
𝑡+1
+ . . .+

a𝑝
𝑛−1

a𝑘
𝑛 + a𝑘

1 + . . .+ a𝑘
𝑡−2
+

+
a𝑝

𝑛

a𝑘
1 + a𝑘

2 + . . .+ a𝑘
𝑡−1
¾

(a𝑝
1 + a𝑝

2 + . . .+ a𝑝
𝑛)2

(t − 1)(a𝑚
1 + a𝑚

2 + . . .+ a𝑚
𝑛 )

;

2)
a𝑘

2 + a𝑘
3 + . . .+ a𝑘

𝑡

a𝑝
1

+
a𝑘

3 + a𝑘
4 . . .+ a𝑘

𝑡+1

a𝑝
2

+ . . .+
a𝑘

𝑛 + a𝑘
1 + . . .+ a𝑘

𝑡−2

a𝑝
𝑛−1

+

+
a𝑘

1 + a𝑘
2 + . . .+ a𝑘

𝑡−1

a𝑝
𝑛

¾
(t − 1)(a𝑘

1 + a𝑘
2 + . . .+ a𝑘

𝑛)2

a𝑚
1 + a𝑚

2 + . . .+ a𝑚
𝑛

.

Задача 3. В каждой клетке некоторого конечного множества клеток
бесконечной клетчатой доски записано целое число так, что сумма
чисел в каждой строке и в каждом столбце делится на 2002. Дока-
жите, что каждое число a можно заменить на некоторое число a′,
делящееся на 2002 и такое, что |a− a′|< 2002, и суммы чисел во всех
строках и во всех столбцах не изменятся.

Задача 4. Рассмотрим дробь 1/7= 0,1̇42857̇, которая является чисто
периодической десятичной дробью с периодом 6 = 7 − 1. В одном
периоде выполняется свойство 142+857= 999. Для n= 1, 2, . . . , опре-
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