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ПРЕДИСЛОВИЕ

Пособие состоит из 6 разделов. В конце каждого раздела приводят-
ся решения типовых примеров, задачи и вопросы для самоконтроля.

 В основу изложения раздела «Теория погрешностей» положен 
учебник профессора Ю.В. Кемница «Теория ошибок измерений», 
«Недра», Москва, 1967 год. Однако в раздел пришлось внести ряд 
изменений и дополнений.

Раздел «Теория погрешностей» в настоящее время излагается 
на основе дисциплин «Теория вероятностей» и «Математическая 
статистика». Поэтому представляется уместным поместить в на-
чале разделы «Справочные сведения из теории вероятностей» 
(Раздел I) и «Справочные сведения из математической статисти-
ки» (Раздел II). Целый ряд понятий, таких как «математическое 
ожидание», «дисперсия», «оценка параметра» и прочие,  связан-
ных с указанными математическими дисциплинами, вводится без 
каких-либо дополнительных пояснений или определений. 

Объединены разделы «Математическая обработка ряда равно-
точных результатов измерений» и «Математическая обработка ряда 
неравноточных результатов измерений», традиционно помещаемых 
раздельно во всех учебниках по теории погрешностей. При со-
вместном рассмотрении этих разделов равноточные измерения рас-
сматриваются как частный случай неравноточных измерений, и все 
формулы для этого случая легко вытекают из общего случая. 

В предлагаемом учебном пособии свойства случайных погреш-
ностей сформулированы в виде аксиом. Доказательства теорем тео-
рии погрешностей результатов геодезических измерений выполнены 
на базе соответствующих положений математической статистики. 
Приведены примеры использования методов теории погрешностей 
и дисперсионного анализа при исследовании геодезических прибо-
ров. Уточнены в соответствии с ГОСТами многие определения. Рас-
смотрены некоторые приемы априорной оценки точности.

Дополнительно введен раздел «Теория погрешностей зависи-
мых результатов измерений» с примерами обработки GPS-измере-
ний и раздел по основополагающим принципам метода наимень-
ших квадратов в применении к уравниванию геодезических сетей 
и составлению эмпирических формул. 
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Раздел I . СПРАВОЧНЫЕ СВЕДЕНИЯ
ИЗ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

1. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ

1.1. Основные понятия

Исходным пунктом построения теории вероятностей как любой 
теоретической науки являются экспериментальные факты, на ос-
нове которых формируются соответствующие абстрактные поня-
тия. Чтобы разобраться в таких фактах, введем некоторые термины 
и определения.

Будем называть опытом любую реализацию некоего фиксиро-
ванного комплекса условий S, который должен строго повторяться 
при повторении одного и того же опыта.

Результаты опыта можно характеризовать качественно и коли-
чественно.

Качественная характеристика опыта состоит в регистрации ка-
кого-нибудь факта. Любой такой факт называется событием. При 
этом говорят, что «событие появилось (произошло)» или «событие 
не появилось (не произошло)» в результате опыта. Будем обозна-
чать события прописными латинскими буквами A, B, C. 

Два события A и B называют равными (A = B), если осуществле-
ние одного из них, неважно, какого, влечет за собой наступле ние 
другого.

События A и B называются несовместными, если осуществле-
ние одного из них, неважно, какого, исключает наступление друго-
го. События A и B будут совместными, если осущест вление одного 
из них, неважно какого, не исключает наступление дру гого.

Событие Ā называется противоположным (дополнительным) 
событию A, если его осуществление означает неосуществление 
события A.
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Объединением (суммой) событий A и B называется событие 
C, означающее осуществление хотя бы одного из событий A и B. 
С помощью специального знака объединения  можно написать 
C = A  B. Объединяться может и большее число событий, напри-
мер, объединением событий A1, A2, ..., An будет событие 

1 2
1

... .
n

n i
i

A A A A A
=

= =∪ ∪ ∪ ∪

Совмещением (пересечением, произведением) событий A и B на-
зывается событие C, означающее наступление и события A, и со-
бытия B. С помощью знака совмещения ∩ можно написать C = A 
∩ B. Совмещаться может и большее число событий, например, со-
вмещением событий A1, A2, ..., An будет событие

1 2
1

... .
n

n i
i

A A A A A
=

= =∩ ∩ ∩ ∩

Разностью событий A и B называется событие C, означающее, 
что происходит событие A, но не происходит событие B. Это обыч-
но записывают как C = A \ B.

Если при испытании событие A должно наступить обязатель-
но, с неизбежностью, то такое событие называют достоверным. 
В противоположном случае, когда событие A при испытании не 
должно осуществиться, оно называется невозможным.

Событие будет случайным, если при испытании оно может на-
ступить, но может и не наступить. Ясно, что случайное событие 
занимает промежуточное положение между событиями достовер-
ным и невозможным.

Анализируя комплекс условий S, осуществляемый при проведе-
нии испытаний, можно выделить так называемое множество Ω эле-
ментарных исходов ω. Это множество включает в себя единственно 
возможные и попарно несовместные элементарные исходы. Напри-
мер, пусть испытание состоит в фиксации числа очков, выпавших на 
грани игральной кости. Здесь множество Ω состоит из 6 единственно 
возможных и несовместимых элементарных исходов, соответствую-
щих граням кости, помеченным в соответствии с цифрами 1, 2, …, 6.

Рассмотрим некоторое случайное событие A, которое при ис-
пытании, порождающем множеством элементарных исходов Ω, 
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может наступить лишь в случае, когда реализуется какой-либо эле-
ментарный исход ω, принадлежащий подмножеству ΩА множества 
Ω(ω ∈ ΩА ⊆ Ω). Например, пусть событие A заключается в выпадении 
на грани игральной кости четного числа очков. Тогда ΩА = {2, 4, 6}, и 
реализация любого из трех элементарных исходов, являющихся эле-
ментами этого множества, влечет за собой наступление случайного 
события A. В подобных случаях случайное событие A можно фор-
мально отождествить с множеством ΩА, т.е. записать, что А = ΩА .

Если А = Ω, то событие A будет достоверным. Если же А = ∅, где 
∅ — символ пустого множества, то событие A будет невозможным.

Говорят, что случайное событие A влечет за собой наступление 
события B, когда A содержится в B, т.е. А ⊆ В. Например, пусть 
событие A есть выпадение на грани игральной кости 2 очков, а со-
бытие B — выпадение на грани не менее 4 очков. Тогда А ⊂ В.

1.2. Частость и вероятность случайного события

Пусть при неизмененном комплексе условий S проведена серия 
из n испытаний и при каждом из них фиксировалось появление 
или не появление случайного события A. Допустим, что случайное 
событие A осуществилось при этом m раз. Тогда говорят, что часто-
та этого события равна A, а частость

(1.1)( ) .mH A
n

=

Пусть при неизменном комплексе условий S осуществлено 
значительное число таких серий испытаний достаточно большой 
длины и при этом оказалось, что частости H(A), вычисленные для 
всех серий испытаний, будут числами, близкими одно к другому. 
Тогда говорят, что случайное событие A обладает устойчивой ча-
стостью (или просто устойчивой частотой). Число, около кото-
рого колеблется устойчивая частость, называется вероятностью 
случайного события A и обозначается через P(A).

Вероятность численно выражает степень объективной возмож-
ности наступления случайного события и является абстрактным 
отражением его устойчивой частоты. Соотношение между H(A) 
и P(A) аналогично соотношению между физическими объектами 
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и их математическим образом. Например, между физическими 
точками (прямыми), поставленными или проведенными на доске 
мелом или на бумаге карандашом, и их абстрактными геометри-
ческими образами — математическими точками (прямыми). Как 
операции с абстрактными геометрическими образами отражают 
свойства реального физического пространства, так и операции с 
вероятностями случайных событий должны отражать свойства 
устойчивых частот этих случайных событий. Поэтому H(A) часто 
называют статической вероятностью в отличие от близкой к ней 
величины — математической вероятности P(A).

Из самого определения H(A), задаваемого формулой (1.1), сле-
дует, что 0 ≤ H(A) ≤ 1. Поэтому и на P(A) целесообразно наложить 
условие

 0 ≤ Р(A) ≤ 1.  (1.2)

Если событие достоверно, то при всех испытаниях оно неизбеж-
но осуществится, и потому согласно (1.1) его частость будет равна 1.

Поэтому полагают

 Р(Ω) = 1.  (1.3)

Если случайные события A и B несовместные, то при надле-
жаще исполненной серии испытаний можно подсчитать, что 
Н(A  B) = Н(A) + Н(B). Потому для несовместных случайных со-
бытий A и B принимают, что 

 Р(A  B) = Р(A) + Р(B).  (1.4) 

Наложенные требования (1.2) — (1.4) на вероятности случай-
ных событий можно рассматривать как систему аксиом, лежащих 
в основе теории вероятностей.  

С помощью приведенных аксиом можно доказать следующие 
положения.

1. Вероятность случайного события Ā, противоположного со-
бытию A, равна дополнению P(A) до единицы, т.е.

 Р(Ā) = 1 – Р(A).  (1.5)

2. Вероятность невозможного события равна нулю, т.е.

 Р(∅) = 0.  (1.6)
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3. Вероятность разности событий A и B равна

 Р(A \ B) = Р(A) – Р(А ∩ B).  (1.7)

4. Если случайные события A1, A2, ..., An попарно несовместны, то

(1.8)
1 1

( ) ( ).
nn

i i
i i

P A P A
= =

= ∑∪

5. Если случайные события A и B совместны, то

 Р(A  B)  = Р(A) + Р(B) – Р(А ∩ B).  (1.9)

1.3. Классическое определение вероятности

Пусть при данном комплексе условий конечное множество Ω состо-
ит из n равновероятных элементарных исходов ω. Далее положим, что 
случайное событие A наступает тогда, когда из всех n элементарных ис-
ходов реализуется любой из m элементарных исходов, принадлежащих 
множеству ΩА ⊂ Ω. Элементы множества ΩА называют элементарными 
исходами, благоприятствующими наступлению события A. Тогда веро-
ятность наступления события A определится как отношение

(1.10)( ) ,mP A
n

=

т.е. будет равна отношению числа благоприятствующих эле мен тар-
ных ис ходов к общему числу единственно воз мож ных равновероят-
ных элементарных исходов.

Например, событие A есть выпадение четной цифры при бро-
сании игральной кости. Если кость представляет собой правиль-
ный куб с изотропным распределением массы в его теле, то су-
ществует уверенность, что при ее бросании может с одинаковой 
возможностью выпасть любая из цифр от 1 до 6. Тогда полагаем 
Ω = {1, 2, ..., 6}, n = 6, ΩА = {2, 4, 6}, m = 3, и поэтому Р(A)  = 1/2. 

Так определялась вероятность случайного события с момента 
возникновения теории вероятности как науки. В дальнейшем ока-
залось, что такое определение вероятности недостаточно общее, 
и потому формула (1.10) не всегда применима. Действительно, 
решающим этапом в применении этой формулы является анализ 
комплекса условий, приводящий к выделению множеств Ω и ΩА. 
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Однако этот анализ не всегда приводит к желаемым результатам. 
В примере с игральной костью такое выделение множеств Ω и ΩА 
не удастся провести, если распределение масс в ее теле не будет 
изотропно и центр тяжести кости будет смещен относительно гео-
метрического центра. Несмотря на это, классическое определение 
вероятности при решении практических задач часто позволяет по-
лучать приемлемые результаты.

1.4. Связь между случайными событиями. 
Условная вероятность

Случайные события A и B называются независимыми, если осу-
ществление одного из них никак не повлияет на то, что появится 
или нет второе; в противном случае они будут зависимыми. 

Пусть P(A) и P(B) — вероятности осуществления случайных 
событий A и B, посчитанные еще до испытания; их называют без-
условными. Если события A и B зависимы и, например, событие 
A уже произошло, то вероятность наступления события B уже из-
менится; обозначим ее через P(B/A). Эту вероятность называют 
условной, и обозначение P(B/A) читают так: вероятность события 
B, рассчитанная при условии, что событие A произошло.

Проводя испытания над зависимыми случайными событиями и 
вычисляя частости их появления, можно установить закономерно-
сти, которые в абстрактной форме найдут отражение в виде формул:

(1.11)

которые и определяют условные вероятности зависимых случай-
ных событий.

Из (1.11) вытекает правило подсчета вероятности совмещения 
двух зависимых случайных событий:

 Р(A ∩ B)  = Р(A) Р(B/А) = Р(B) Р(А/В). (1.12)

Для того чтобы два события A и B были независимы, необходи-
мо и достаточно, чтобы вероятность их совмещения была произве-
дением их безусловных вероятностей, т.е.

 Р(A ∩ B)  = Р(A) Р(B). (1.13)
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Условные вероятности обладают следующими свойствами.
1. 0 ≤ Р(А/В) ≤ 1.
2. Если A и B несовместны, т.е. A ∩ B = ∅, то Р(А/В) = 0.
3. Р(Ω/А) = 1.
4. Р(А/А) = 1.
5. Если В ∩ С = ∅, то Р(В  С/А) = Р(В/А) + Р(С/А). 
6. Если В ⊆ А, то Р(А/В) = 1.
Если случайные события A1, A2, ..., An попарно несовместимы, а 

B — некоторое произвольное случайное событие, то

(1.14)( )
1 1

/ / .
nn

i
i i

P A B P A B
= =

  =   ∑∪

Если совмещаются случайные события, число которых более 
двух, то формула (1.12) принимает более обобщенный вид

(1.15)

где под P (An /A1A2 ... An–1) следует понимать условную вероятность 
события An, вычисленную в предположении, что события A1, A2, ..., 
An–1 уже произошли.

При расчетах вероятностей случайных событий большое значе-
ние имеет такая схема.

Пусть A — некоторое случайное событие, B1, B2, ..., Bn — попар-
но несовместимые случайные события, т.е.

Bi ∩ Bj = ∅ (i, j = 1, 2, ... n; i ≠ j),

такие, что 
1

n

i
i

B
=

= Ω∪ , и известны безусловные вероятности P(Bi) и 
условные вероятности P(A/Bi) (i = 1, 2, ..., n). Тогда справедливы 
следующие две формулы:

формула полной вероятности

(1.16)

формула Байеса

(1.17)
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1.5. Схемы повторения испытаний

Схема Бернулли. Пусть в неизменном комплексе условий 
S проводится серия из n независимых испытаний и в результате 
каждого испытания фиксируется появление некоторого случайно-
го события A. При этом положим, что вероятность осуществления 
события A при каждом отдельном испытании остается неизменной 
и равной p. Тогда вероятность того, что при n испытаниях событие 
A наступит ровно k раз, будет равна

(1.18)( ) ,k k n k
n nP k C p q −=

где q = 1 – p — вероятность события Ā. 
Здесь предполагается, что число испытаний n фиксировано.
При увеличении k от 0 до n вероятность Pn(k) сначала моно-

тонно возрастает, а достигнув некоторого максимального значения 
Pn(k0), далее монотонно убывает. Число k0 называется наивероят-
нейшим числом наступления случайного события A. Оно может 
быть найдено с помощью неравенств

 np – q ≤ k0 ≤ np + q (1.19)

как единственное целое число, заключенное в указанных пределах.
Если число испытаний n велико, а вероятность p, наоборот,  

мала и произведение λ = np не мало, но и не велико, то в таком слу-
чае может быть использована приближенная формула Пуассона

(1.20)( )
!

.
k

nP k e
k

−λλ≈

Если же число n велико и не мала вероятность p, то можно вос-
пользоваться другим приближением, вытекающим из так называе-
мой локальной теоремы Лапласа

(1.21)( ) ( )1 ,n kP k x
npq

≈ ϕ

где φ(хk) по заранее вычисленной величине

(1.22)k
k npx

npq
−=
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выбирается из помещенной в При ло же нии 1 таблицы значений 
функции

(1.23)( )
2

2 .1
2

x

x e
−

ϕ =
π

Полиномиальная схема. В схеме испытаний Бернулли при 
каждом испытании было два возможных исхода: либо событие A 
наступит, либо, наоборот, не наступит. В рассматриваемой схеме 
испытаний возможны r > 2 исходов B1 , B2 , ..., Br соответственно с 
вероятностями pi (i = 1, 2, ..., r), причем

 р1 +  р2 + ... рr  = 1.  (1.24)

Тогда вероятность того, что при n независимых испытаниях ис-
ход B1 наступит k1 раз, исход B2 — k2 раз, …, исход Br — kr раз, 
причем

 k1 +  k2 + ... + kr  = n,  (1.25)

будет равна 

(1.26)( ) 1 2
1 2 1 2

1 2

!,  , ,  
! !  !

.rk k k
n r r

r

nP k k k p p p
k k k

… = …
…

 

Название рассматриваемой схемы испытаний объясняется тем, 
что правая часть равенства (1.26) есть общий член разложения n-й 
степени полинома, стоящего в левой части равенства (1.24). При 
r = 2 полиномиальная схема обращается в схему Бернулли.

В  случае использования формулы (1.26) при больших n прихо-
дится вычислять n!, что прямым путем затруднительно. Для это-
го можно воспользоваться приближенной формулой Стирлинга 

0,5! 2 .n nn n e+ −≈ π
Схема Пуассона.  Пусть в неизменном комплексе условий S 

проводится достаточно большая серия испытаний n независимых 
испытаний. В результате каждого испытания фиксируется, произо-
шло или нет некоторое событие A. Но теперь, в отличие от схемы 
Бернулли, будем считать, что при каждом испытании вероятность 
осуществления события A не остается постоянной, а от испытания 
к испытанию уменьшается в соответствии с формулой
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(1.27),p
n
λ=

где λ — некоторая константа. 
Тогда вероятность, что при n испытаниях событие A наступит k 

раз, будет равна

(1.28)( ) (  =,   0, 1, 2, ...).e ,  
!

k

kp k
k

−λλλ =
 

1.6. Примеры решения типовых задач

Пример 1.1
В ящике имеется a синих и b красных шаров. Вычислить веро-

ятность того, что наугад вынутый шар окажется красным. 
Решение
Пусть A — событие, состоящее в том, что вынут красный шар. 

Пространство элементарных исходов состоит из a+b событий, ка-
ждое из которых заключается в вытаскивании одного из шаров. Со-
бытию A соответствует b благоприятных исходов, следовательно

 ( ) .bP A
a b

=
+

Пример 1.2
В партии из n изделий k  бракованных. Определить вероятность 

того, что среди выбранных наудачу m изделий ровно l изделий ока-
жется бракованными.
Решение
Число возможных способов выбрать m изделий из n равно . 

Благоприятствующими являются случаи, когда из общего числа k 
бракованных изделий взято ровно l, что можно сделать  способа-
ми, а остальные m—l изделий не бракованные. Они должны быть 
выбраны из оставшихся n—k стандартных деталей. Число вариан-
тов такого отбора равно . Общее число благоприятных исходов 
в этом случае будет равно произведению двух рассмотренных уже 
вариантов отбора , так как каждому возможному выбору 
бракованных изделий может соответствовать   вариантов выбо-
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ра стандартных деталей. Тогда искомая вероятность будет равна 
отношению числа благоприятных исходов к общему числу воз-

можных исходов, т.е. верно равенство .
l m l
k n k

m
n

C C
p

C

−
−=

1.7. Задачи для самостоятельного решения

1.1. Найти вероятность того, что при бросании игральной кости 
выпадает четное число очков.

1.2. Замок с «секретом» имеет пять дисков, каждый из которых 
разделен на 6 дисков с нанесенными цифрами от 0 до 5. Замок от-
крывается при определенном положении цифр относительно ука-
зателей. Определить вероятность того, что при произвольной уста-
новке цифр на дисках относительно указателей замок откроется.

1.3. В партии из 1000 деталей 10 бракованных. Наудачу выби-
рают 40 деталей. Определить вероятность того, что среди выбран-
ных деталей будет ровно 4 бракованных.

1.4. В урне 3 белых и 5 черных шаров. Из урны наудачу вынима-
ют 2 шара. Найти вероятность того, что шары разного цвета.

1.5. При измерении 20 линий теодолитного хода в 3 из них были 
допущены грубые промахи. Наудачу выбраны 5 линий. Какова ве-
роятность того, что 2 из них содержат грубые промахи.

1.6. Точка A появляется внутри эллипса 
2 2

2 2 1.x y
a b

+ =  Найти веро-

ятность того, что она окажется внутри эллипса 
2 2

2
2 2  ( 1),x y k k

a b
+ = <  

считая, что вероятность появления точки в некоторой области про-
порциональна площади этой области и не зависит от места ее рас-
положения внутри начального эллипса.

1.7. Имеется 2n невязок в треугольниках сети триангуляции. 
Все невязки произвольно разбивают на две группы одинакового 
объема. Найти вероятность того, что две самые большие по абсо-
лютной величине невязки окажутся: а) в одной группе; б) в разных 
группах. Как проконтролировать правильность вычисления иско-
мых вероятностей?
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