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ìáçòáîöå÷ù é ìåöáîäòï÷ù íîïçïïâòáúéñ,

ïóïâåîîïóôé é ëïâïòäéúíù

x1. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É Éx ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ù

ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÎÁÐÏÍÉÎÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÓÉÍ-

ÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÐÏÌÎÙÈ ××ÅÄÅÎÉÊ ×

ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÍÅÔ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÐÅÒÅËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÇÌÁ×ÁÍÉ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÒÁÂÏÔ [6], [16], [95]. ñ ÏÞÅÎØ ÒÅËÏÍÅÎ-

ÄÕÀ ÜÔÉ ÒÁÂÏÔÙ ×ÓÅÍ ÖÅÌÁÀÝÉÍ ÂÌÉÖÅ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ.

x1.1. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ w ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ÇÌÁÄËÏÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ×ÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ x, ÅÓÌÉ × ÏËÒÅÓÔ-

ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ n-Ñ ×ÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎØ w^ : : :^w ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁ-

ÅÔÓÑ × 0.

óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ Þ£ÔÎÏÍÅÒÎÏÅ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÎÁÂÖ£ÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ×ÓÀÄÕ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

ÃÉÁÌØÎÏÊ 2-ÆÏÒÍÏÊ. ôÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ

ÉÌÉ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÏÊ ÍÅÈÁ-

ÎÉËÅ: ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÁÚÏ×ÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈ ÓÉÓÔÅÍ,

Ô. Å. ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ. ðÕÓÔØ H|ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ

ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁÄÁ£Ô ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ É ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÑ M ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ËÏ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ dH ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏ-

ÌÅÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÕ H. ôÁËÏÅ ÐÏÌÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ

ÆÕÎËÃÉÀ H.
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1.1.1. îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÑ| ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T

�

W ÎÁÄ ÇÌÁÄËÉÍ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ W , Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÁÒ ×ÉÄÁ (ÔÏÞËÁ a 2W , ÌÉÎÅÊÎÁÑ

ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T

a

W ). üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ

ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÕÓÔØ y

1

; : : : ; y

n

|ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ W , x

1

; : : : ; x

n

|Ä×ÏÊ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÍ (Ô. Å. ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ dy

1

; : : : ; dy

n

) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × T

�

W .

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ p : T

�

W !W ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ y

i

n ÆÕÎË-

ÃÉÊ ÎÁ T

�

W ; ÉÈ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ y

i

. æÕÎËÃÉÉ x

i

; y

i

ÏÂÒÁÚÕÀÔ

ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × T

�

W . ÷ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ

ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

j = dx

1

^ dy

1

+ : : :+ dx

n

^ dy

n

: (1)

1.1.2. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. æÏÒÍÁ (1) ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ

ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y

i

ÎÁ W .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

äÌÑ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ (1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁ-

ÌÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ 1-ÆÏÒÍÙ:

w

1

= x

1

dy

1

+ : : :+ x

n

dy

n

(2)

É ÄÏËÁÖÅÍ ÞÔÏ ÜÔÁ 1-ÆÏÒÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ T

�

W ÅÓÔØ ÐÁÒÁ (ÔÏÞËÁ

a 2 W , ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f ÎÁ T

a

W ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ

1-ÆÏÒÍÕ ÎÁ T

�

W , ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ

Ë T

�

W , ÐÒÉÌÏÖÅÎÎÏÍ × ÔÏÞËÅ (a;f), ÒÁ×ÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÆÏÒÍÙ f ÎÁ ÅÓÔÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ × T

a

W . üÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ, É ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ W ÏÎÁ

ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄ (2). ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

x1.2. ôÅÏÒÅÍÁ äÁÒÂÕ

÷ÓÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÌÏ-

ËÁÌØÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï. éÍÅÎÎÏ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖ-

ÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x

1

; y

1

; : : : ;

x

n

; y

n

, ÞÔÏ × ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉÍÅÔ ×ÉÄ (1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × [10], [16].
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ôÁËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ-

ÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. åÓÌÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ

ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÚÁÄÁÎÙ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ÆÕÎËÃÉÑ

H : M ! R, ÔÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Ï ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÇÁÍÉÌØ-

ÔÏÎÉÁÎÕ H, × ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ×ÉÄ

�

X

@H

@y

i

@

@x

i

+

X

@H

@x

i

@

@y

i

: (3)

x1.3. ìÁÇÒÁÎÖÅ×Ù ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

ðÕÓÔØ M|2n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, j|ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ

ÎÁ Î£Í, N| n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

1.3.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. éÍÍÅÒÓÉÑ f : N ! M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÏÊ,

ÅÓÌÉ f

�

j � 0 ÎÁ N . ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N ,! M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÍ,

ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ|ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÉÍÍÅÒÓÉÑ.

1.3.2. ðÒÉÍÅÒÙ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

1. ìÀÂÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂ-

ÒÁÚÉÉ.

2. îÕÌÅ×ÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ É ×ÓÅ ÓÌÏÉ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

3. âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÀ-

ÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÒÏ×ÎÑ ÓÉÓÔÅÍÙ n ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÇÁ-

ÍÉÌØÔÏÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ÉÎ×ÏÌÀÃÉÉ (ÔÁËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ × ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉÕ×ÉÌÌÑ). ïÂÒÁÔÎÏ, ÌÀÂÏÅ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ (ÌÏËÁÌØÎÙÈ)

ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×.

4. ìÀÂÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ ÅÇÏ

ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ: ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ

ÆÕÎËÃÉÉ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. ïÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ|ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂ-

ÒÁÚÉÅ.

1.3.3. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ

x

y

òÉÓ. 5. ìÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÉÍÍÅÒÓÉÑ

×ÓÀÄÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÉÍÍÅÒÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ

ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ù ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚ,

ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÒÅÞØ Ï ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÔÏ-

ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØÓÑ × ×ÉÄÕ

ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÉÍÍÅÒÓÉÉ. îÁÐÒÉ-

ÍÅÒ × ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÍÅÒÓÉÉ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÏÊ

ÎÁ ÒÉÓ. 5, ÓÌÅÄÕÅÔ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÏÅ

ÞÉÓÌÏ âÅÔÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÌÁÇÒÁÎ-

ÖÅ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁ×ÎÏ 1.
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÉÍÍÅÒÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÌÁ-

ÇÒÁÎÖÅ×ÙÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ|ÜÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÉÓÔÏËÁÍÉ

ÜÔÉÈ ÉÍÍÅÒÓÉÊ.

x1.4. ìÁÇÒÁÎÖÅ×Ù ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

ëÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ

ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

1.4.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ìÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÅ M ! W , ×ÓÅ ÓÌÏÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ù, Á ÂÁÚÁ W |ÇÌÁÄËÏÅ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

÷ÓÅ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ

ÌÏËÁÌØÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï.

1.4.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÔÁËÉÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x

1

; y

1

; : : : ;

x

n

; y

n

× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÞÔÏ

Á) ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ,

Ô. Å. ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ × ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×É-

ÄÅ (1);

Â) ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ y

i

ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ ×ÄÏÌØ ÓÌÏ£× ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

(Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÂÁÚÅ).

1.4.3. ôÅÏÒÅÍÁ (ÓÍ. [16]). ÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

1.4.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. åÓÌÉ p : M ! W |ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Á

f : N ! M|ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÉÍÍÅÒÓÉÑ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p � f

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

ìÁÇÒÁÎÖÅ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ| ÜÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÕÓÔÉËÏÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË É ËÁÕÓÔÉ-

ËÁ ÔÉÐÉÞÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ| ÜÔÏ (n � 1)-ÍÅÒÎÙÅ

ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Ó ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ).

óÏ ×ÒÅÍÅÎ ÒÁÂÏÔÙ íÁÓÌÏ×Á [56], [57] ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÌÕÖÁÔ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓ-

ÓÏ×. ôÅÏÒÉÑ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏ-

ÓÔÅÊ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÒÉ£Í, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÜÔÉ Ä×Å ÔÅÏÒÉÉ,| ÜÔÏ ÍÅÔÏÄ

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÊ ×ÏÏÂÝÅ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÓÉÍ-

ÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ Ï Î£Í ÒÁÓÓËÁÖÅÍ.
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x1.5. ðÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ

ðÕÓÔØ N ,! M|ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, fx

l

; y

l

g|ËÁÎÏÎÉÞÅ-

ÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ q 2 N .

1.5.1. ôÅÏÒÅÍÁ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [10]). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅË-

ÓÏ× J � f1; : : : ; ng ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ×ÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ q × ËÁÞÅÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ N ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ x

i

; y

j

, ÇÄÅ j ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J , Á

i|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I � f1; : : : ; ng n J .

1.5.2. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÂÏÒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ fx

i

g, i 2 I, É

fy

j

g, j 2 J , ÂÕÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, x

I

É y

J

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.5.1. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ q|ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔ x

l

; y

l

. ðÕÓÔØ X|ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞ-

ËÉ q, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ y

1

= : : : = y

n

= 0. ðÕÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØ-

ÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ × ÔÏÞËÅ q Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ N É X k-ÍÅÒÎÏ. ôÏÇÄÁ ÉÚ

n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ dy

1

; : : : ; dy

n

ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T

q

N ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ

ÒÏ×ÎÏ n� k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ; ÜÔÏ É ÂÕÄÕÔ y

J

.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J . ðÏÌÏÖÉÍ I = (1; : : : ; n) n J .

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÓËÏÍÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ N ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ y

J

; x

I

,

Ô. Å. ÞÔÏ ÓÕÖÅÎÉÑ ÎÁ T

q

N ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ dy

J

; dx

I

ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. äÌÑ

ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ dx

I

ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁ k-ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓ-

ËÏÓÔÉ T

q

N \ T

q

X. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ

ex =

P

j2J

a

j

(@=@x

j

), ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ Ë N . ÷ ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á J , × T

q

N

ÌÅÖÉÔ ×ÅËÔÏÒ ey =

P

a

l

(@=@x

l

) +

P

b

l

(@=@y

l

), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ b

J

� a

J

. îÏ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ (1) ÎÁ ÂÉ×ÅËÔÏÒÅ (ex; ey) ÒÁ×ÎÏ

P

j2J

a

2

j

> 0,

×ÏÐÒÅËÉ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N . ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

1.5.3. ôÅÏÒÅÍÁ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [3]). 1. ðÕÓÔØ N|ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅ, É ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x

I

; y

J

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔ ÎÁ N × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ q 2 N . ôÏÇÄÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (×ÏÚÍÏÖ-

ÎÏ, ÍÅÎØÛÅÊ) ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ q ÎÁ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

S = S(x

I

; y

J

) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ N ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ

y

i

(x

I

; y

J

) =

@S

@x

i

; x

j

(x

I

; y

J

) = �

@S

@y

j

; (4)

ÇÄÅ ÉÎÄÅËÓÙ i ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I, j|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J � f1; : : : ; ngnI.

2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ S ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÏÞÔÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

ÌÉÛØ ÄÏ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ).

3. ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ S = S(x

I

; y

J

) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ

ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (4), ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 1-ÆÏÒÍÕ ew = �

P

j2J

x

j

dy

j

+

P

i2I

y

i

dx

i

. å£

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ ÒÁ×ÅÎ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ, Á

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÓÕÖÅÎÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎ 0. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ q ÆÏÒÍÁ ew ÔÏÞÎÁ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÆÕÎËÃÉÑ S = S(x

I

; y

J

) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ dS(x

I

; y

J

) = ew. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 É 3 ÐÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ.

1.5.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÆÏÒÍÕÌ (4), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÌÏËÁÌØÎÏÊ) ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ

ÆÕÎËÃÉÅÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x; y|ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ÷ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ ÎÁÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (x

I

; y

J

)! (y

I

; y

J

) =

= (@S=@x

I

; y

J

). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ q 2 N .

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x; y), ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

q|ÉÈ ÎÁÞÁÌÏ. ÷ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ × ÓÉÌÕ (4) dS = 0. íÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ ÌÁÇÒÁÎ-

ÖÅ×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ

@

2

S

@x

I

@x

I

. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÒÏ-

ÖÄÅÎÏ (ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ S(x

I

; 0) ÎÅ ÍÏÒÓÏ×ÓËÁÑ (Ô. Å. ÓÕÍÍÁ ÍÏÎÏÍÏ× ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ-

ÐÅÎÉ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ).

íÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÊ ÔÁËÖÅ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÑÄÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÄÅÆÅËÔÕ ×Ù-

ÛÅÕËÁÚÁÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

îÁÓËÏÌØËÏ ÓÉÌØÎÏ ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÇÏ

É ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÏÓÔËÁ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ËÁÎÏ-

ÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ? þÁÓÔÉÞÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎ × x 2.4: ÓÕÖÅÎÉÑ ÜÔÉÈ

ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ fy

I

= 0g, Ô. Å. ÆÕÎËÃÉÉ S(x

I

; 0), ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ

ÓÔÁÂÉÌØÎÏD-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. ôÏÞÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖ-

ÎÏ (× ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× èÅÒÍÁÎÄÅÒÁ); ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÍ. × [95], [16].

x1.6. ðÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ �×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ� ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

îÁÍ ÉÎÏÇÄÁ ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ,

ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÌÉÛØ ÏÔ �×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ� ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x

l

ÌÁÇÒÁÎ-

ÖÅ×Á ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÌÉ É ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, É ÌÁÇÒÁÎ-

ÖÅ×Ï ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ, ÔÏ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÅ
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×ÓÀÄÕ, ÔÁË ËÁË × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞÅË ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÑ ÓÕÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ x

1

; : : : ; x

n

ÍÏÇÕÔ ÎÅ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

ÎÁ Î£Í. üÔÁ ÎÅÐÒÉÑÔÎÏÓÔØ ÐÒÅÏÄÏÌÉÍÁ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÌÏÈÏÊ

ÔÏÞËÉ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

ÔÁË, ÞÔÏ ÎÏ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x

0

1

; : : : ; x

0

n

ÕÖÅ ÂÕÄÕÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ × ÜÔÏÊ ÔÏÞ-

ËÅ. äÁÄÉÍ ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ.

1.6.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ìÁÇÒÁÎÖÅ×ÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ M !M , ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÀÂÁÑ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ| ÜÔÏ

ÚÁÍÅÎÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

1.6.2. ôÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N ,!

,! M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ N ×ÂÌÉÚÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ

×ÙÂÒÁÔØ x

1

; : : : ; x

n

(Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, N ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉ-

ÅÊ ×ÉÄÁ S(x

1

; : : : ; x

n

)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÓÍ. [6]). ðÕÓÔØ x

l

; y

l

|ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ q 2 N . ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J ÔÁ-

ËÏÅ, ÞÔÏ y

J

; x

I

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÁ N ; ÐÕÓÔØ S(x

I

; y

J

)| ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ l É ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

y

l

l

� y

l

; x

l

i

� x

i

; i 2 I; x

l

j

= x

j

+ ly

j

; j 2 J: (5)

îÏ×ÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ S

l

(x

l

I

; y

J

) � S(x

l

I

; y

J

) �

�

l

2

P

j2J

y

2

j

. ñËÏÂÉÁÎ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (x

l

I

; y

l

J

) ! (x

l

I

; x

l

J

) × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌ (4)

ÒÁ×ÅÎ det j@

2

S=@y

2

J

� lEj. åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÑËÏÂÉÁÎ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ (Á ÔÁË ÂÕÄÅÔ

ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÈ l), ÔÏ x

l

1

; : : : ; x

l

n

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÁ N . ôÅÏÒÅÍÁ

ÄÏËÁÚÁÎÁ.

x1.7. ï ÇÒÕÐÐÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÇÒÕÐÐÕ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á T

�

R

n

.

1.7.1. ôÅÏÒÅÍÁ (ÓÍ. [94]). ðÕÓÔØ L : T

�

R ! T

�

R|ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÜË×É-

×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, w

1

| 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T

�

R

n

, ÏÐÒÅÄ£ÌÅÎÎÁÑ ÐÒÉ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.1.2. ôÏÇÄÁ

1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ �: R

n

! R, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ

ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ L

�

w

1

� w

1

= d�;
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2) L ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ (�;�), ÇÄÅ �|ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÙÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÂÁÚÙ: � � p = p �L . éÍÅÎÎÏ, L ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ Ó

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x; y × ÔÏÞËÕ (X;Y ), ÇÄÅ Y = �(y), Á X|×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅÃ,

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ X = (�

0T

)

�1

(x+ @�=@y). (úÄÅÓØ �

0T

|ÔÒÁÎÓÐÏ-

ÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �).

1.7.2. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k = 1; 2; : : : ;1 ÇÒÕÐÐÁ k-ÓÔÒÕÊ ÌÁÇÒÁÎ-

ÖÅ×ÙÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎocÔÅÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÕ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏ-

ÇÏ 2n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ O(n); × ÞÁÓÔ-

ÎÏÓÔÉ, ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. üÔÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ñËÏÂÉ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÂÁÚÙ × ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

x2. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ

x2.1

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ôÏÞËÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ (ÉÌÉ ËÒÉÔÉ-

ÞÅÓËÏÊ) ÔÏÞËÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : N ! R, ÅÓÌÉ

× ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × 0 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ f .

÷ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ÐÏ-

ÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÌÉÛØ ÒÏÓÔËÉ ÆÕÎËÃÉÉ (R

n

; 0)! R.

x2.2. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

m(n) (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ m, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ n ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÌÉ ÑÓÎÏ ÉÚ ËÏÎ-

ÔÅËÓÔÁ)| ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØÃÅ ÒÏÓÔËÏ× ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ

(R

n

; 0) ! R. (m ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÒÏÓÔËÏ× ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁ×ÎÙÈ 0 × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔ.)

M

k

(n) (ÉÌÉ M

k

)| ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ m

2

=m

k+1

. ôÁÍ, ÇÄÅ ÜÔÏ ÎÅ ×Ù-

ÚÏ×ÅÔ ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÑ, ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ M

k

Ó ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-

ÀÝÉÍÉ ÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ k, Á ÒÏÓÔËÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × M

k

|

Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M

k

ÂÕÄÅÍ

ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ k-ÓÔÒÕÊ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ × 0.

D

0

|ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÒÏÓÔËÏ× × 0 ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× (R

n

; 0)! (R

n

; 0).

K

0

|ÇÒÕÐÐÁ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ (�; h), ÇÄÅ

� 2 D

0

, Á h|ÒÏÓÔÏË × 0 ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, h(0) 6= 0. K

0

ÄÅÊÓÔ×ÕeÔ

ÎÁ ÒÏÓÔËÉ ÆÕÎËÃÉÉ × 0 ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ: ÅÓÌÉ f|ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ

((�; h)(f))(x) = h(x) � f(�(x)); ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × K

0

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍ ÐÒÁ×É-

ÌÏÍ. D

0

ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ × K

0

, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÐÁÒ (�; h) Ó h � 1.
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K

+

0

|ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ × K

0

, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ (�; h), ÞÔÏ h(0) > 0.

G

0

|ÜÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐ D

0

;K

0

;K

+

0

.

x2.3. G

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ É ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ G

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ä×Á ÒÏÓÔËÁ ÆÕÎËÃÉÉ × 0 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ G

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ-

ÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ÇÒÕÐÐÙ G

0

.

ä×Á ÒÏÓÔËÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÏ G

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ

ÏÎÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ G

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉ-

ÍÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÏÔ ÄÏÂÁ×ÏÞÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÙÈ (ÓÍ. [16]).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÉ f

1

(x; y) = x

2

+ y

3

, f

2

(x; y) = x

3

� 2y

2

, g(y) = �y

3

ÓÔÁÂÉÌØÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÎÏ ÎÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ

ÆÕÎËÃÉÉ f

3

(x; y) = y

3

.

ðÏÎÑÔÉÑ D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÓÔÁÂÉÌØÎÏÊ D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Ó×Ñ-

ÚÁÎÙ ÂÏÌÅÅ ÔÅÓÎÏ, ÞÅÍ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕ-

ÞÁÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ

ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÌÅÞ£Ô ÉÈ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÕÀ ËÏÍÐÌÅËÓ-

ÎÕÀ D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÊ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ, ÓÍ. [91].

÷ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÎÅ

ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÉ x

2

É �x

2

ÎÅ D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÎÏ ÓÔÁ-

ÂÉÌØÎÏ D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ; ×ÏÏÂÝÅ, ÉÎÄÅËÓÙ ÉÎÅÒÃÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÞÁÓÔÉ

ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ËÌÁÓÓÁ D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ,

ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÎÁ ÜÔÏÍ ÎÅÐÒÉÑÔÎÏÓÔÉ É ËÏÎÞÁÀÔÓÑ.

çÉÐÏÔÅÚÁ. åÓÌÉ Ä×Á ÒÏÓÔËÁ ÇÌÁÄËÉÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏ-

ÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÁÂÉÌØÎÏ D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ É ÉÈ 2-ÓÔÒÕÉ ÉÍÅÀÔ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÉÎÅÒÃÉÉ, ÔÏ ÜÔÉ ÒÏÓÔËÉ D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÌÉÛØ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ: ÎÁ-

ÛÉ ÒÏÓÔËÉ (ÉÌÉ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ) ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ

ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ËÏÎÅÞÎÏËÒÁÔÎÏÓÔÉ, ÓÍ. ÎÉÖÅ Ð. 2.5.1. ÷ÐÒÏÞÅÍ,

ÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ×ÓÅ ÒÏÓÔËÉ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÏÓÔËÏ×, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎË-

ÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ × ÒÅÁÌØÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÈ,

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

éÍÅÎÎÏ, ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ

(× ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ Q(v) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-

ÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ v

i

).
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2.3.1. ôÅÏÒÅÍÁ (ÓÍ. [6]). 1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : (R

n

; 0) ! (R; 0),

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ m

2

, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ l É ÇÌÁÄËÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔÙ u

1

; : : : ; u

l

; v

1

; : : : ; v

n�l

× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 0, ÞÔÏ × ÜÔÉÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ f ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ f(u) +Q(v), ÇÄÅ f 2 m

3

.

2. åÓÌÉ ÒÏÓÔËÉ ÆÕÎËÃÉÊ f

1

(u; v) = f

1

(u) + Q(v) É f

2

(u; v) =

= f

2

(u) + Q(v) ËÏÎÅÞÎÏËÒÁÔÎÙ É D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ É ÒÏÓÔËÉ f

1

;f

2

D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

x2.4. óÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ É ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ù

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ

ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÒÏÓÔËÏ× ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÊ

D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÁÖÎÁ ÄÌÑ ÎÁÓ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ËÌÁÓ-

ÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ: ËÁÖÄÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ

ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÌÅÖÁÎÄÒÏ×ÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

2.4.1. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÒÏÓÔÏË ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ

ÔÏÞËÉ q; ÐÕÓÔØ x

1

; y

1

; : : : ; x

n

; y

n

|ÓÉÓÔÅÍÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÃÅÎ-

ÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ q, S(x

I

; y

J

)|ÒÏÓÔÏË ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÒÉÞ£Í S(0) = 0. ôÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ (1.4) ÔÁËÖÅ É gradS(0) = 0, Ô. Å.

S ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÏÓÔËÏ×

ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ (x

I

; y

J

). óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÛÅÍÕ ÒÏÓÔËÕ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÑ ÒÏÓÔÏË ÓÕÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ S(x

I

; y

J

) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ y

J

, Ô. Å. ÒÏÓÔÏË ÆÕÎË-

ÃÉÉ S(x

I

; 0) × ÔÏÞËÅ x

I

= 0. ëÏÎÅÞÎÏ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÁÎÏ-

ÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× J ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ ÄÒÕÇÏÍ

ÉÈ ×ÙÂÏÒÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ S

0

(x

0

I

0

; y

0

J

0

) ÍÏÖÅÔ

×ÈÏÄÉÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÞÉÓÌÏ �×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ� ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x

0

. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÍÅÖ-

ÄÕ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ.

2.4.2. ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ S(x

I

; y

J

); S

0

(x

0

I

0

; y

0

J

0

)|ÒÏÓÔËÉ × ÎÁÞÁÌÁÈ ËÁÎÏÎÉ-

ÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÏÓÔËÁ ÌÁ-

ÇÒÁÎÖÅ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÔÏ ÒÏÓÔËÉ ÆÕÎËÃÉÊ S(x

I

; 0) É S

0

(x

0

I

0

; 0) ÓÔÁÂÉÌØ-

ÎÏ D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÍ. × Ð. 9 x 1 ÇÌÁ×Ù 1 ÒÁÂÏÔÙ [95].

2.4.3. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ××ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ.

ðÕÓÔØ �|ËÌÁÓÓ ÓÔÁÂÉÌØÎÏ D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ

ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÁËÉÈ ËÌacco×).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ìÁÇÒÁÎÖÅ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ

ÔÉÐÁ �, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÃÅÎ-
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ÔÒÏÍ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÒÏÓÔÏË ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ

S(x

I

; y

J

) ÔÁËÏ×, ÞÔÏ S(x

I

; 0) 2 �.

ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÊ D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-

ÎÏÓÔÉ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÂÏÔ, ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [6], [7], [8], [9], [12], [73],

[74] É Ô. Ä. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔ, ÐÒÉ-

×ÏÄÉÔÓÑ ÎÉÖÅ × x 2.6. ôÁÍ ÖÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï K

0

-

É K

+

0

-ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ: ÏÎÉ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÁÍ ÄÌÑ

ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÊ ÌÅÖÁÎÄÒÏ×ÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ.

x2.5. îÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ

ÔÅÏÒÉÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ

2.5.1. þÉÓÌÏ íÉÌÎÏÒÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ (ÏÎÏ ÖÅ|ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞ-

ËÉ)| ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ. þÉÓÌÏ íÉÌÎÏÒÁ

ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ m(f). ïÎÏ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

1; 2; : : : ;1 É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕÐÐÙ K

0

(Á ÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ, É ÇÒÕÐÐ K

+

0

;D

0

). åÓÌÉ m(f) < 1, ÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ËÏÎÅÞÎÏËÒÁÔÎÏÊ. m(f) = 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 2-ÓÔÒÕÑ j

2

f

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ; × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ,

ÞÔÏ f ÉÍÅÅÔ ÍÏÒÓÏ×ÓËÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ. ôÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ íÉÌÎÏÒÁ

ÓÍ. × [61], [16].

2.5.2. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÓÔÒÕÉ. çÏ×ÏÒÑÔ ÞÔÏ k-ÓÔÒÕÑ j

k

f ÆÕÎËÃÉÉ f ÄÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÁ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÔÁËÕÀ ÖÅ k-ÓÔÒÕÀ, D

0

-ÜË×É×Á-

ÌÅÎÔÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÌÅÍÍÁ íÏÒÓÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ

2-ÓÔÒÕÑ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÓÏ×ÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [16]).

ôÅÏÒÅÍÁ (Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕÅ). ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f : (R

n

; 0) !

! (R; 0) ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ f ËÏÎÅÞÎÏËÒÁÔÎÁ. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏËÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Å£ ÓÔÒÕÑ ÐÏÒÑÄËÁ m(f) + 1.

2.5.2.1. ÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅM

1

×ÓÅÈ ÓÔÒÕÊ ÆÕÎËÃÉÊ (R

n

; 0)! (R; 0), ÉÍÅ-

ÀÝÉÈ × 0 ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏËÒÁÔÎÙÈ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏ-

ÎÅÞÎÕÀ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏM

1

ÓÔÒÕÊ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ × 0 ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ, ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×M

k

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ

ÐÒÏÅËÃÉÊM

k+1

!M

k

. ìÀÂÏÅ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×M

k

ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×ÁM

1

k

ÉM

<1

k

: k-ÓÔÒÕÑ g ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔM

<1

k

, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÛØ
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ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏËÒÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M

1

k

, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÅÓËÏ-

ÎÅÞÎÏËÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÞØÅÊ k-ÓÔÒÕÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ g. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ g Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ k-ÓÔÒÕÅÊ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÞÉÓÌÏÍ íÉÌÎÏÒÁ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑ-

ÝÉÍ k � 1, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕÅ g 2 M

<1

k

. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,

ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ M

k+1

! M

k

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M

1

k+1

ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ

× M

1

k

. ÷ÓÅ M

1

k

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ × ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ M

k

, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÎÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÏÎÑÔÉÑ ÒÁÚÍÅÒ-

ÎÏÓÔÉ É ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ôÅÐÅÒØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.5.2.1 ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n lim

k!1

codimM

1

k

=1.

2.5.3. ëÏÒÁÎÇ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ corank(f))| ÜÔÏ ÄÅÆÅËÔ

Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, corank(f) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-

ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f|ÍÏÒÓÏ×ÓËÁÑ. ëÏÒÁÎÇ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ËÌÁÓÓÁ

ÓÔÁÂÉÌØÎÏÊ K

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ �|ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÌÁÓÓÏ× ÓÔÁÂÉÌØÎÏÊD

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-

ÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ËÏÒÁÎÇ. ôÏÇÄÁ ÉÚ

ÆÏÒÍÕÌ (1.4) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÅ ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÔÉÐÁ � (ÓÍ. Ð. 2.4.3), ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÑÄÒÁ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ ËÏÒÁÎÇÕ ÆÕÎËÃÉÊ ËÌÁÓÓÁ �.

2.5.4. ðÒÉÍÙËÁÎÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ f = f(x) ÐÒÉÍÙËÁÅÔ

Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ 	 � m(x

1

; : : : ; x

n

), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁÄËÁÑ

ÆÕÎËÃÉÑ F (x

1

; : : : ; x

n

; t), ÇÄÅ t 2 [0; 1), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ F (�; 0) � f(�), Á ×ÓÅ ÆÕÎË-

ÃÉÉ F (�; t), t > 0, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ 	. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ f

ÐÒÉÍÙËÁÅÔ Ë ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ g, ÅÓÌÉ f ÐÒÉÍÙËÁÅÔ Ë D

0

-ÏÒÂÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ g,

ÎÏ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÊ ÏÒÂÉÔÅ.

x2.6. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ

2.6.1. ôÅÏÒÅÍÁ (ÓÍ. [7], [12], [73]). ÷ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å M

k

�

� M

k

(n), ÇÄÅ k > 9, n|ÌÀÂÏÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ > 8 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÞØÑ ÓÔÒÕÑ ÎÅ

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ,

ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ (1){(14). (÷ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ×ÓÀÄÕ

Q

r

p

= x

2

p+1

+ : : : + x

2

p+r

� x

2

p+r+1

� : : : � x

2

n

, r × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ ÍÏÖÅÔ

ÐÒÏÂÅÇÁÔØ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ 0 ÄÏ n� p ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ.)

r

A

1

Q

r

0

[0] (1)

r

A

2m

x

2m+1

1

+Q

r

1

1 6 m 6 4 [2m� 1] (2)

r

A

�

2m�1

� x

2m

1

+Q

r

1

2 6 m 6 4 [2m� 2] (3)

r

D

�

m

x

2

1

x

2

� x

m�1

2

+Q

r

2

4 6 m 6 8 [m� 1] (4)
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r

E

�

6

x

3

1

� x

4

2

+Q

r

2

[5] (5)

r

E

7

x

3

1

+ x

1

x

3

2

+Q

r

2

[6] (6)

r

E

8

x

3

1

+ x

5

2

+Q

r

2

[7] (7)

r

P

1

8

x

3

1

+ hx

1

x

2

x

3

+ x

2

2

x

3

+ x

2

x

2

3

+Q

r

3

h > �3 [6] (8)

r

P

2

8

x

3

1

+ hx

1

x

2

x

3

+ x

2

2

x

3

+ x

2

x

2

3

+Q

r

3

h < �3 [6] (9)

r

P

��

9

x

3

1

+ (x

2

2

� x

2

1

)x

3

� hx

4

3

+Q

r

3

h > 0 [7] (10)

r

P

��

9

x

3

1

+ (x

2

2

+ x

2

1

)x

3

� hx

4

3

+Q

r

3

h > 0 [7] (11)

r

X

2

9

x

1

x

2

(x

2

1

+ hx

1

x

2

+ x

2

2

) +Q

r

2

jhj > 2 [7] (12)

r

X

1

9

x

1

x

2

(x

2

1

+ hx

1

x

2

+ x

2

2

) +Q

r

2

jhj < 2 [7] (13)

r

X

0�

9

� (x

4

1

+ hx

2

1

x

2

2

+ x

4

2

) +Q

r

2

h > �2 [7] (14)

óÉÍ×ÏÌÁÍÉ

r

A

1

; : : : ;

r

X

0�

9

ÄÁÌÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎËÃÉÊ (ÉÌÉ

k-ÓÔÒÕÊ ÆÕÎËÃÉÊ), D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÔÒÏËÅ (1){(14).

2.6.2. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. äÌÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÅÒÅÞÉ-

ÓÌÅÎÎÙÍ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ (1){(14), 9-ÓÔÒÕÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ. (óÍ.,

ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [74, ÔÁÂÌÉÃÁ ÎÁ ÓÔÒ. 31].)

2.6.3. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.5.2 Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ËÌÁÓÓÁÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × M

k

(n) ÐÒÉ k > 9 É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-

ÎÏÍ n ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÅËÃÉÊ M

k+1

(n) ! M

k

(n). ðÏÜÔÏÍÕ

ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ M

k

(n) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ k,

ÌÉÛØ ÂÙ k ÂÙÌÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ 9. åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, n > 3, ÔÏ ÜÔÉ ËÏ-

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ É ÏÔ n. üÔÉ ÞÉÓÌÁ lim

k!1

n!1

codim(� � M

k

(n)) ÂÕÄÅÍ

ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÍÉ ËÌÁÓÓÏ× ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ. úÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ËÏÒÁÚ-

ÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ × ËÏÎÃÅ ÓÔÒÏË (1){(14).

2.6.4. úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ìÀÂÁÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (1){(14) ÚÁÄÁ£Ô ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÐÏ-

ÓÔÏÑÎÎÙÍ ËÏÒÁÎÇÏÍ É ÞÉÓÌÏÍ íÉÌÎÏÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ � =

=

r

A

1

; : : : ;

r

X

0�

9

ËÏÒÒÅËÔÎÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ m(�) É corank(�). äÌÑ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ

ËÌÁÓÓÏ× ÐÒÁ×ÙÊ ÎÉÖÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ × ÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ| ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ íÉÌÎÏ-

ÒÁ m(�).

2. æÏÒÍÕÌÁ (8){(9) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ × [7],

[73] (ÇÄÅ ÂÙÌÁ ÄÁÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÕÂÉËÉ

× RP

2

). õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ËÕÂÉËÉ l ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅ-

ÎÏÊ É Ë ×ÉÄÕ (8){(9), ËÏÔÏÒÙÊ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÅÎ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ ÃÅÌÅÊ. äÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏ, ËÒÉ×ÁÑ l ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÇÉÂÁ, ÐÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ
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ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6; ÎÁ Î£Í ÔÒÅÔØÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅ-

ÎÁ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ x

1

|ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, x

2

É x

3

|ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë l × ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÅ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÇÉÂÁ. ôÏÇÄÁ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ l ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

òÉÓ. 6. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ

ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ

ax

3

1

+ hx

1

x

2

x

3

+ bx

2

2

x

3

+ gx

2

x

2

3

(abg 6= 0);

Ô. Å. ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×É-

ÄÕ (8){(9). (ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ h 6= �3 × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒ-

ÍÙ).

3. úÎÁÞËÉ ÎÁÄ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎËÃÉÊ

× ÆÏÒÍÕÌÁÈ (8){(14) ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: 1 ÉÌÉ 2

ÎÁÄ P

8

|ÞÉÓÌÏ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ-

×ÏÊ; 0, 1 ÉÌÉ 2 ÎÁÄ X

9

|ÞÉÓÌÏ ÐÁÒ ÐÒÑÍÙÈ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ f(x

1

; x

2

) = 0;

+ ÉÌÉ � ÎÁÄ P

9

|ÚÎÁË ÓÕÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ Å£

3-ÓÔÒÕÉ; ÚÎÁË � ÉÌÉ � ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÅ

ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÌÉ ÍÎÉÍÙÈ ×ÅÔ×ÅÊ ËÕÂÉËÉ; X

0+

9

É X

0�

9

ÏÔ×Å-

ÞÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ Ë×ÁÒ-

ÔÉÞÎÙÍ ÆÏÒÍÁÍ.

4. åÓÌÉ Ä×Å ÆÕÎËÃÉÉ f

1

; f

2

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ËÌÁÓÓÁÍ

r

�

1

;

s

�

2

(ÇÄÅ �|ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ A

1

; : : : ;X

0�

9

) É f

1

D

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ f

2

, ÔÏ �

1

= �

2

, r = s.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁÍÉ

2-ÓÔÒÕÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ; ÐÒÉ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3.1 Ó×ÏÄÉÔ ÎÁ-

ÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ n ÒÁ×ÎÏ ËÏÒÁÎÇÕ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ.

5. ÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ 4 ÍÏÖÎÏ ÇÒÕÐÐÕ D

0

ÚÁÍÅÎÉÔØ

ÎÁ K

+

0

.

üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K

+

0

=D

0

Ó×ÑÚÎÏ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕÐÐÙ K

0

ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔ ÉÚ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ íÉÌÎÏÒÁ, Á ÌÀÂÁÑ Ó×ÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏ-

ÎÅÎÔÁ ÌÀÂÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × D

0

-ÏÒÂÉÔÅ ÔÏÇÏ

ËÌÁÓÓÁ Ð. 2.6.1, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.

2.6.5. K

0

-ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÚÁÍÅÎÉÔØ × Ð. 4 ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 2.6.4

ÇÒÕÐÐÕ D

0

ÎÁ K

0

ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÓÏ-

ÓÔÏÑÝÉÊ × ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÌÁÓÓ

r

� ×

s

�, ÅÓÌÉ �|ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ× A

1

; A

2m

;D

2m

; E

7

; E

8

; P

1

8

; P

2

8

;X

2

9

;X

1

9

;

s + r = n � corank� É ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ

r

�

+

×

r

�

�

, ÇÄÅ �|ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ×

A

2m�1

;D

2m�1

; E

6

; P

�

9

; P

�

9

;X

0

9

; s+ r = n� corank�.
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üÔÉÍ ÎÅÐÒÉÑÔÎÏÓÔÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ K

+

0

ÄÏ K

0

, É

ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÔÓÑ. éÍÅÎÎÏ, ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. åÓÌÉ f

1

; f

2

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÌÁÓÓÁÍ

r

�

1

;

s

�

2

ÉÚ 2.6.1 É f

1

K

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎa f

2

, ÔÏ ÌÉÂÏ r = s, �

1

= �

2

, ÌÉÂÏ r+ s = n� corank�

1

É

�

1

;�

2

|ÐÁÒÁ ËÌÁÓÓÏ× �

+

;�

�

, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ 2.6.5.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ Ð. 5 ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 2.6.4.

x2.7. óÔÁÂÉÌØÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ

ïÂßÅÄÉÎÑÑ ËÌÁÓÓÙ (1){(14), ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ

ÌÅ×ÙÍ ×ÅÒÈÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ A

0

; A

1

; : : : ;

X

0�

9

. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× M

k

ÎÁ ÜÔÉ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ É ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ

Ë ÎÉÍ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.4.2 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÔÏÞÅË

ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. å£ ËÌÁÓÓÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÁ-

ÍÉ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ

ËÌÁÓÓÕ E

+

6

, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÔÏ (É ÔÏÇÄÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ) ×ÙÂÏÒÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ

ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × T

�

W Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÕÖÅÎÉÅ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ y

J

= 0 ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ 0

ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÔÉÐÁ E

+

6

.

x2.8. íÏÄÁÌØÎÏÓÔØ É ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎËÃÉÊ

÷ÓÅ ËÌÁÓÓÙ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ

r

A

1

; : : : ;

r

X

0�

9

ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕÐÐÙ D

0

, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÌÁÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ

ÏÒÂÉÔÙ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÏÄÁÌØÎÏÓÔØÀ ËÌÁÓÓÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÒÂÉÔ, Ô. Å. ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

ËÌÁÓÓÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀD

0

-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÍÏ-

ÄÁÌØÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ � ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ m(�).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÍÏÄÁÌØÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏ×

r

A

k

;

r

D

k

;

r

E

k

ÒÁ×ÎÁ 0:

ÇÒÕÐÐÁ D

0

ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÎÉÈ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÍÏÄÁÌØÎÏÓÔØ
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0

-ÏÒÂÉÔÙ
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2.8.2. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ëÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ � ÒÁ×ÎÁ

m(�)�m(�)� 1.

x2.9. ôÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØ Ë ËÌÁÓÓÕ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÔÒÕÊ

É × ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ
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×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ Ë L É ÉÍÅÀÝÅÇÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

dimK � dimL. éÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÀ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÐÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÓÔËÁ.
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ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÔÉÐÉÞÎÏÇÏ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 6 7 ÐÒÉ-

ÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÔÉÐÏ× (1){(14).)
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2.9.3. ìÅÍÍÁ. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÌÀÂÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ

ÔÉÐÁ � k-ÓÔÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ � (ÓÍ. Ð. 2.6.3).
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