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(52). 23. Tpuronomerpuueckue pyuxuu (55). 24. O6parTHbIe TPUTOHO-
MeTpHYEeCKHe, UJIu KPyrosble, dbyHknun (59).

Teopusi npenenios. HenpepbiBHbIE DYHKIMM . . ..o .vvvvvennnnn..
25. Vnopsinodennoe nepemenHoe (62). 26. Besmauubl GeCKOHEUHO Ma-
sble (65). 27. Ilpenen nmepemennoit Besmuunsl (71). 28. OcHOBHBIE TEO-
pemsr (76). 29. Beauuuner 6eckonedno Gombuiue (79). 30. MonoToHHBIE
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(162). 56. Pasnocru dyukuuii (164).
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57. Ilpusnaku Bo3pacranus u yoObiBanus dyakumit (167). 58. Makcu-
MyMbl ¥ MuHEMYMbI dyHkmit (171). 59. ITocrpoenne rpadukos (178).
60. HanGosbinee u HamMenblunee 3Hadenus dynkuuii (182). 61. Teope-
ma Pepma (189). 62. Teopema Posns (190). 63. Popmyna Jlanrpanka
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74. Ilapamerpudeckoe 3ananue kpusoit (223). 75. Ypasuenne Ban-gep-
Baauibca (228). 76. Ocobble Touku kpusbix (230). 77. DyeMeHTHI KPHUBOH
(235). 78. Lennas muuuns (238). 79. Huknouna (239). 80. Duurmkion-
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IIPEAVCJIOBUE
K 24-My uU3JaHUIO

YuraTesro mpejiaraeTcs mepensIanme MepBoil KHUTU MHOTOTOMHOTO TPY-
na Braguvmupa Usanosuda CmupHoBa «Kypce BbICIIEH MaTeMaTHKU».

B gem mputsiraTesnbHasi CHJIa 3TOrO SHIIUKJIONEINIECKOTO YIeOHUKA, KO-
TOPBI BBIIEPXKHUBAET UCIIBITAHKE BPEMEHEM y2Ke 60Jiee CEeMUIECATH JIET, [epe-
BEJIEH HA MHOYKECTBO S3bIKOB MUDA, CCHLIKHA HA KOTOPBIA UMEIOTCS B HAY YHBIX
MyOJIUKAIMSX CAMOTO MOCJIEIHETO BPEMEHNU !

IIpex e Bcero 3T0 OCHOBOIOJIATAONIAST U/IesT, BHIIBIHYTasl BBIIAIOIIMU-
ca yaenbimu, akajgemukamu B. A. @okom u B. . CmupHOBBIM, paboTaBimmmu
Ha dusnydeckoMm dakyibrere JleHunrpasckoro yuusepcurera. OHa cocTosiyia
B TOM, YTO JJIsl CTY/IEHTOB (DU3UKOB U, JayKe IIUpPe, JJIsi €CTECTBOUCIIBITATE-
JIell ¥ MHXKEHepOB, TPeOyeTcsi COBCEM MHOE COJEPXKAHUE U CTHJIb U3JIOXKCHUS
MaTeMATUKH, 9eM JJIs CTYIEHTOB MaTeMaTukoB. PopMaM30BaHHbBIA CTUJIb,
OCHOBAHHBIN Ha YEPEIOBAHUU OIPEesIeHU, JeMM M TeOpeM, W JIOBEeIeHUe
YCJIOBUIA J10 TIPEEJIbHO OOIMIUX 3a CYET IPOMO3/KOCTH JIOKA3ATE/IbCTBA IPE]l-
CTABJISETCS HEHYKHBIM MBIIUICHUIO (DU3UKA, UCIOJIB3YIOMIEr0o SMIUPUICCKUIA
MO/XO/T, Yallle, YeM JeyKTHUBHBIN.

Bropoit cocrapmsitomneit ycrexa mpeacTaB/isieMoil KHUTH ObLT HEMPEeB30ii-
JeHHBIN megarorndeckuii qap Biaagumupa MBanosuua. o mpeKJIOHHBIX JIET
OH OBLIT OTHUM M3 JIIOOMMEHIINX JIEKTOPOB Ha dusndeckoM daxkyabrere. Kun-
', HAIMMCAHHBIE UM, YUTAIOTCS MIPOCTO U YBJIEKATEBHO, JTaXKe Te€ CTPAHUIIHI,
IJIe TPOBOJISITCST TPOMO3JIKIE BhIUMCIeHUsI. I Bce 5TO ¢ coxpaHeHHWEM J0CTa-
TOYHON CTPOrOCTU U3JIOKEHUSI.

TperbuM BasKHBIM MOMEHTOM SIBJISIETCS SHIMKJIONEIUIECKUN OXBAT Ma-
Tepuasia. Kypc BK/IIOUaeT Kak oOIre pa3iebl MATEMATUKU, YATAEMBIE JIJIsT
(U3NKOB, XUMUKOB, WHKEHEPOB U T.JI., TaK U OOJIee CIeruaJn3upOBaHHbBIE
pasjiesibl, HAIIPUMED, TEOPUIO T'PYIII WU TEOPUIO CHEIUATbHBIX (DYHKIIUA.



10 ITPEqUCIOBUE

[Ipu Hanmcannu paszesa MO TEOPUU TPYHI 3HAYUTEJIHLHYIO IIOMOIIb €My
okazasl Moit orer wieH-koppecrnongent . K. ®amgees. B mociegaem To-
Me Kypca BIIEPBBIE B COBETCKONl MaTeMaTHKe OBLIO JAHO MU3JIOXKeHUe (DyHK-
[IMOHAJIBLHOIO aHAIu3a. JacThb Pa3esioB, CBIA3aHHBIX € (DyHKIMOHAJIBHBIM
ananu3oM, Oblia gopaborana mocie cveptu B. V. CMupHOBa akaieMuKOM
O. A. JIagpIzkeHCKOIA.

Heckonbko ¢j10B Haz0 cKasaTh 0 JudHocTH Biaguvupa Msanosuaa. On
ObLI OYEHb CKPOMHBIM, OTKPBLITBIM Y€JIOBEKOM, HUKOI/Ia He TPEOOBABIINM OT
YHUBEPCUTETCKOTO HAYAJbCTBA HU OTJEJHLHOTO KaOWHETA, HU JIMYHON CeKpe-
rapmu. OHAKO OH ObLT TBEP/I ¥ PEIIUTE/IeH, KOTIa BHICTYTIAJ B 3aIUTY TOHU-
MBIX 10 T€M WJIM WHBIM IPUIUHAM MATEMATHKOB, KOIJIa OTCTAUBAJI HAyIHBIE
MPUHIUIIBI YHUBEepcUTETCKOro obpasoBanusi. Ty ke O. A. JlagpnKeHCKyIO OH
HEOJHOKPATHO CIACAJ OT aJMUHUCTPATUBHOTO IIPOU3BOJIA, COXPAHUB JJIsI Ma-
TeMaTUKU BbLIAoIIErocs y4uenoro. Asropurer Biragumupa VBanoBuua kak B
JIeHUHIpaICKOM MATEMATUIECKOM COODIIECTBE, TAK U B MUPOBOI HayKe ObLIT
Ype3BbIYaiiHO BBICOK.

Ho cux mop kypc B.U. CMupHOBa MCIONMB3yeTcss KaK OCHOBHOE y4eGHOe
nocobue Ha dpusndeckoM daxynbprere Cankr-IleTepbyprekoro rocyrapcraes-
HOrO yHuBepcuTera. Ha Mirajinmux Kypcax OJHUM U3 JIEKTOPOB IO BBICIIEH
maremaruke 6buta E. A. ['puHuna, KOTOpasi M MOATOTOBUIA JAHHOE MTEPEN3-
JaHWe K TeYaTH.

akagemuk PAH JI. JI. @addees

OO61ast 1eJIb CIeJIAHHBIX KOMMEHTAPHUEB COCTOUT B TOM, ITOOBI yIIPOCTATH
COBPEMEHHOMY CTYIEHTY HCIIOJIb30BaHME JTAaHHON KHUTH ¥ KaK €JIMHOI0 yIes-
HOT'O 1oco0usi, ¥ KaK CIPABOYHOrO MarepuaJia IpH paboTe ¢ APYTUMU U37a-
HuAMHU. MHOIO OTMedeHa ycTapeBIllasi TEPMHUHOJIOTHS], JAHBI 3aMEYaHUs II0
IIOBOJY OIYIEHHBIX BhIYHcieHuil. Tak>Ke cIesaHbpl HEKOTOPBIE 3aMEYaHUsI,
CBA3aHHBbIC C METOJUKOI M3JI0XKEHHs MaTepuaJia, OTINYaloleiicad OT IpUHHA-
TO B OOJIBIINHCTBE COBPEMEHHBIX JIEKIIMOHHBIX KypCcoB. B xo/1e paboTs! 66111
HUCIIPABJIEHBI OIIeYaTKHU, JIONYIIEHHbIe B NIPEJbLIYIIEeM U3JaHUU.

KaHxa. ¢us.-mar. HayK F. A. I'pununa



'JTABA 1

OYHKIIMOHAJIBHA4A SABUCUMOCTD
n TEOPUL ITPEJAEJIOB

§1. IEPEMEHHBIE BEJINYNHBI

1. BeamunHa n ee n3amepeHnue. MareMaTudIecKuil aHAJIN3 UMeeT
OCHOBHOE 3Hau€HUe B psJie HayK U, B YaCTHOCTHU, B €CTECTBEHHBIX Ha-
yKaxX M TeXHUKE. B oT/imdme OT OCTAJIbHBIX HAYK, U3 KOTOPBIX KaXKIasi
MHTEPeCyeTCs JIUIIb HEKOTOPOI OIIpeJleJIEHHON CTOPOHON OKPYy2KaloIe-
ro HAC MUPa, MATEMATHKA UMEET JeJI0 C CAMBIMHU OOIIUMU CBONCTBAMU,
MPUCYIIUMHU BCEM JOCTYIIHBIM JJISI HAYYHOT'O UCCJIE/IOBAHUS SIBJIEHUSAM.

OHUM W3 OCHOBHBIX IIOHSITHIi SIBJISIETCS IIOHATHE O 8CAUMUHE U €€
usmeperuu. XapaKkTepHOe CBOUCTBO BEJIMYNHBI 3aK/II0YAETCH B TOM, YTO
OHA MOKET ObITh M3MEPEHA, T. €. TEM WJIK UHBIM IIyTEM CDABHEHA C HEKO-
TOPOY OIIpeJIeJIeHHOI BeJININHON TOTrO Ke pOJia, KOTOpasd IPUHAMAETC
3a edunuyy mepwv. CaMblit IpOIECC CPABHEHHWS 3aBUCUT OT CBOICTBA
HCCJIeyeMOil BEeJIMYMHBI U HA3bIBAETCS udmeperuem. B pe3yiabrare xKe
U3MEPEeHHus II0JIydaeTCsl YUCA0, BbIpazkalolllee OTHOIICHUE PacCMaTpHU-
BaeMO#l BEJUYIUHBI K BeJIMINHE, IIPUHATON 38 eIUHUILy Mepbl. Besakuit
3aKOH IIPUPOJBI JaeT HaM COOTHOIIICHNE MEXK/ly BeJINYUHAMUI WIH, Bep-
Hee, MEeXK/Iy IUCJIAMU, BBIPAKAIONIMMEI 9TH BeJimauHbl. [Ipemverom uc-
CJIeJIOBaHUsSI MaTeMATUKN U ABJISIOTCS KaK pa3 dYuciia U pa3ndHble CO-
OTHOIIIEHUsI MeXK/ly HUMU, HE3aBUCUMO OT KOHKPETHOT'O XapaKTepa TeX
BEJIMYNH WJIN 3aKOHOB, KOTOPBle IPUBEJIN HAC K 3TUM YUCJIAM U COOT-
HOIIIEHU M.
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Urak, xaocdoti seauvume coomeememeyem UMepaowee ee 4uclo.
Ho 4mcio 310 cymecTBeHHO 3aBUCAT OT IPUHATON PN M3MEPEHUN €1~
HUTBI win macwmaba. [lpu yBesmmdennn 310it euHATIBI OYIET yMEHb-
MATHCS TUCTI0, U3MEPSIONIee JTAHHYIO BEJIMIUHY, U, 0OpATHO, TUCJIO 3TO
Oy/leT yBEIUYUBATHCS MPU YMEHBIIIEHUU €JIUHUIBI. BhIOOP MaciiTada
00YCTOBIMBAECTCS XapAKTEPOM HCCJEIYEMOM BEJIMINHBI U OOCTOSITE b~
CTBaMM, TIPU KOTOPBIX MMPOU3BOINTCS M3MepeHne. BeqmduHa macira-
6a Mpu U3MEPEHNH OIHOI M TOH K€ BeJININHBI MOYKET MEHSTHCS B Ca-
MBIX IIUPOKUX IIpeJiesIax, — HAIPUMED, [IPU U3MEPEHUU OAUHbGL B TOU-
HBIX ONTUYIECKUX UCCJIEJIOBAHUSAX ITPUHUMAIOT 38, €IMHUILY JIJIMHBI OJIIH
anzcmpenm (OIHY JeCATHMUILTHOHHYIO 0JII0 MAJLIIMeTpa, 1077 MM); B
ACTPOHOMUN YK€ YIOTPEOJIAIOT eIUHAILY JJIMHBI, HA3BIBAEMYIO C6Emo-
8vIM 2000M, T.€. PACCTOSTHUE, MPOXOJAMMOE CBETOM B TEYEHHE OIHOTO
roga (3a omHy ceKyHIy cBer npoxouT npumepro 300 000 k).

2. Yucao. Yucsao, KOTOpoe MOJIyIaeTCs B PE3yIbTaTe U3MEPEHNUs,
MOXKET OBITB YeAbim (€CIH eJIMHUIA COJEPIKUTCSI [eI0e YUCIIO Pa3 B U3-
MepseMOii BesimanHe), OpobHbim, W PayuoHaAbHbiM (€CIIH CyIECTBYeT
Apyras eJIMHUIa, KOTopasd COJEePXKUTCA IeJI0e YUCJI0 Pa3 B U3MepsAeMOoi
BeJIMYMHE, TAK U B BHIODAHHO! paHBINE €IUHUIE, — KOPOUe, KOT/Ia U3~
MepsieMasl BeJMINHA, COUSMEPUMA C eJINMHUIEI Mepbl), 1, HAKOHEI, Uup-
PAUUOHAABHLM (KOTTIa TAKOH 00IIeil MEPHI He CYNIECTBYET, T. €. JaHHAas
BEJINUNHA OKA3bIBAETCS HECOUSMEPUMOL C eJIMHUIIEH MepHI).

Tak, HampuMep, B 3JEMEHTAPHON TE€OMETPUU JIOKA3BIBACTCS, UTO
JuaroHaJjib KBaJpaTa HeCOU3MepHMa C er0o CTOPOHOM, TaK 4TO €CJIU Mbl
OyZeM U3MepSATh JUArOHAJIb KBaJIPaTa, IPUHSB 338 €IUHUILY JIJIMHBI €r0
CTOpPOHY, TO IOJIyYe€HHOE IPU HU3MEPEHHU YUCIIO V2 OyJileT upparumo-
HaJbHBIM. ppaImoHaIbHbIM K€ OKa3bIBAETC U IUCIIO T, U3MEPIOIIee
JJINHY OKDPYXKHOCTHU, JUAMETP KOTOPOI NPUHSAT 3a €JUHUILY.

st ysicHeHUMsT TOHATHS OO0 UPPAIMOHAJBLHOM YHCJIE TOJIE3HO 00-
PATUTHCA K JECATHIHBIM apobsiM. Beskoe panmoHasbHOE YHCIIO, KaK
M3BECTHO M3 apUMMETUKH, MOXKET OBITh MIPEJCTABICHO UM B BUJIE KO-
HEYHOU JECATUIHON APOOH, WU B BUIe OECKOHETHON IeCATHIHON IPO-
Ou, mpUveM B ITOCTIEIHEM CIydae OecKOHeUHas Tpo0Ob Oy/IeT Iepuoutie-
CKOl (YMCTOH MEePUOMIECKON UM CMEIIAHHOM HepI/Io,m/IquKoﬁ). Tak,
HaIIpUMep, IIPOU3BO/JIA JleJIeHNe YNCJINTeJIsSI Ha 3HaMeHaTe b 110 IPaBu-
JIy JeJIeHUsi IeCATUIHBIX JIPOOeit, MbI IOy IIM
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2 =0,151515--- = 0(15), k3 =0,2777---=0,2(7).
33 18

Haobopor, kak n3BecTHO U3 apudMETUKN, BCIKA TEPUOINTECKAS e~
cATUYHAS TPOOb BBIPAXKAET PAIMOHAJIBHOE YUCJIO.

[Tpu u3MepeHUn BeJTMIMHBI, HECOM3MEPUMOI C IPUHSITON € IMHNIIEIH,
MBI MOXKEM CHAYAJIA [TOJICINTATH, CKOJIBKO PA3 MTOJTHAS €IUHUIA 3AKITIO-
9aeTCs B M3MePSeMOil BeJIMINHE, 3aTeM CKOJIbKO Pa3 JECATAs OIS €11~
HUIIBI 3aKJI0YAETCA B [TOJIyI€HHOM OCTATKE BEJIMIWHBI, 32T€M CKOJIBKO
pa3 coras J0Jid eIUHUIBI 3aKJIF0YaeTcss B HOBOM OCTaTKe W T... Ta-
KUM IIyTeM IPU U3MEPEHHM BEJIUYUHBI, HECOU3MEPUMOI C €IUHUIIEN,
OymeT 00pa30BBIBATHCI HEKOTOpast OeCKOHETHAs HEIEePUOanIecKast JIe-
caTraHas 1po0b. BeskoMy uppannoHaabHOMY 9UCTy COOTBETCTBYET Ta-
Kast OecKoHevIHasl Ipo0b 1, HA0OOPOT, BCIKON OECKOHETHOM HEIepuoIu-
JeCKOM JIeCSITUIHOI JIpobU COOTBETCTBYET HEKOTOPOE UPPAIMOHAJIBHOE
qucyo. Eciu B 3T0i O€CKOHEYHOU JIeCATUIHON JApodU OCTaBUTH JIUIIH
HECKOJIbKO IIEPBBIX JIECATUYHBIX 3HAKOB, TO ITOJIYIUTCS IPUOJINKEHHOE
3HAYEHUE 110 HEJIOCTATKY MPPAIMOHAJLHOTO YUCJIA, IPEICTABIIEMOrO
aroit gpobbio. Tak, Hanpumep, n3BJeKasi KBaIPATHBII KOPEHb 110 O0BIU-
HOMY IPABUJIY JIO TPETHErO JECATUIHOIO 3HAKA, [TOJLYIUM

V2=1,414...

Yucma 1,414 n 1,415 6ynyT npuOINKEeHHBIME 3HAYEHUSMH \/ 2 C TOYHO-
CTBIO 10 OJHOW THICSIHON 110 HEIOCTATKY U 10 M30BITKY.

[Tob3ysiCh JeCATUIHBIME 3HAKAME, MOYKHO HPPAIUOHAJIBHBIE TUCTA,
CPABHUBATDH 110 BEJUYHHE JIPYT C JPYTOM U C PAIMOHAJIBHBIME HUHC-
JIAMU.

Bo muOrEX cityuasx mpuxonauTcsa pacCMAaTPUBATH BEJIMINHBI PA3HBIX
3HAKOB: [OJIOKUTEJIbHBIE U OTPUIATEIbHBIE (TeMIlepaTypa BbIIe U HU-
ke 0° u . 11.). Takue BeJIMINHBI BHIPAYKAIOTCS COOTBETCTBEHHO MOJIOXK -
TEJIbHBIMU ¥ OTPHUIATEILHBIME YucTaMu. Eciu a u b — moI0KuTebHbIe
quciaa u a > b, 1o —a < —b, u g1000€ MOJOKUTETHHOE YUCJIO, BKIIOYAs
HYJIb, OOJIBIIE JTI0O0T0 OTPUIIATEHHOTO IUCIIA.

Bce pammonasbHble M MppAIMOHAJIBHBIE YHCTA PACIIOIATAIOTCA B
HEKOTOPOM OIIPeJIeJIEHHOM HOPSIJIKE 110 CBOeil Besnaune. Bee aTu uncia
00pa3yI0T COBOKYITHOCTD 8EULECTNEEHHBLT HUCEA.
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OTMeTrM OfHO 0OCTOATEHCTBO, CBI3AHHOE C IPEJICTABJIEHUEM Be-
IMECTBEHHBIX UMCEJI JECATUIHBIME Apobsmu. BmecTo 060it KOHETHOM
JECATUIHON TpoOM MBI MOXKEM HAMHUCATh OECKOHEUHYIO ICCATUIHYIO
Jpo0b ¢ JIeBATKON B miepuoe. Tak, Hampumep: 3,16 = 3,1599... Eciu
HE I0JIb30BATHCS KOHEYHBIMU JECATUIHBIMEU JIPOOSIMU, TO IOJIYIUTCS
TOYHOE OMOTHO3HAYMHOE" COOTBETCTBHE MEYKIY BEIECTBEHHBIMU INC/IA-
MU 1 OECKOHEIHBIMU JIECATUIHBIMEA APOOSIMU, T. €. BCIKOMY BEIECTBEH-
HOMY YHCJIY COOTBETCTBYET OECKOHEUHAsT JECATUIHAS IPOOL W BCs-
KOI1 6ECKOHEYHO JECATUIHON TPOOY COOTBETCTBYET BEIIECTBEHHOE IIC-
J10. OTpuUnaTeIbHBIM YHC/IaM COOTBETCTBYIOT OECKOHEUHbBIE JeCITUIHbBIE
JIpOOH ¢ IIPEJIIIECTBYIOMAM UM 3HAKOM MUHYC.

B obmacTtu BemecTBEHHBIX YHCE BBIIOJHUMBL IE€PBBIE YEThI-
pe melicTBus, KpoMe JejleHHs Ha HyJIb. KOpeHb HEJYeTHOI crere-
HA U3 JIIOOOr0 BEIeCTBEHHOTO HYHC/Ia HMEET BCerjia OJHO OIpe-
JleJleHHOe 3HadeHne. KOpeHb UYeTHOI CTeleHu U3 IOJIOXKHUTEIbHO-
ro 4WcjIa UMeeT JBa 3HAYEHHs, KOTOPble pa3jIndatoTcsl TOJIb-
KO 3HaKOM. KOpeHb WeTHOIl CTelmeHr W3 OTPHUIATEILHOTO BeIe-
CTBEHHOI'O YHCJa HE WMEeT CMBICJIa B OOJACTH BENECTBEHHBIX
qncet

(V0 =0).

Crporast TeopHsi BEIIECTBEHHBIX YUCET U JIEHCTBUIT HAJT HUME Oy/eT
HaMmu n3ioxkeHa B [40].

Apudmemuneckum, Ui abCOMOMHDIM, SHALENUEM YUCAG ¢ HA3BI-
BAETCs CAMO TUCJIO @, €CIIU ¢ — HOJIOXKUTEJILHOE YUCIIO M/ HYJIb, ¥ IHC-
JI0 —a, €CU @ — OTPHIATEILHOE YHCJI0. AGCOMIOTHOE 3HAYMEHUE YUCIIA
a 0603HaYAECTCSA CUMBOJIOM |al, Tak 4ToO |a] = a, ecin a > 0, u |a|] = —a,
ecan a < 0. Tax, Hanpumep, |5 =5 u | — 5| = 5 u Boobe |a| = | — al.
Herpyso BusieTh, 910 ab6COIIOTHOE 3HAUEHHE CyMMBI |a+b| GymeT paBHO
cyMMe abCOJIOTHBIX 3HAUCHHUIT CIIaraeMbIX, T. €. PABHO |a| + |b] ToabKo B
TOM CJIydae, ecjId CJIaraeMble UMEIOT OJIMHAKOBBIN 3HAK, & P PA3HBIX
3HaKax cjaaraeMbix |a + b| < |a| 4 |b], Tak uro BO Beex ciryuasx

la +b| < |a] + [0].

* «buogHo3HaYyHOE» O3HAYAET B3aMMOOIHO3HAYHOE.
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Tak, HampuMep, Ipu ¢ = —3 U b = —7 MBI UMeeM 3HAK PABEHCTBA, &
npua=3ub=—7wumeem |3+ (—7)|=4n|3|+|— 7] =10, 1. e. 3HaK
HEPABEHCTBA.

Touno Tak 2Ke JIerKO BHJETH YTO
la =] > |af — b,

npudem cuuraercs, 410 |a| > |b|. IIpu |a| < |b| HepaBeHcTBO TakIKe
crpaBeInBo, nbo ciieBa CTOUT IOJIOKUTEIbHAS BeJININHA, a CIpaBa —
OTPUIATE/IbHASL.

AbcosmrorHoe 3HAaUEHNE MTPOU3BEJIEHNUST PABHO MPOU3BEICHUIO abCo-
JIOTHBIX 3HAYEHUl COMHOKUTEJEH, 1 aGCOIOTHOE 3HAYEHHIE YACTHOTO
(mesuTesb OTIMYEH OT HyJIsl) PABHO YACTHOMY aOCOJIOTHBIX 3HAYMEHUI
JIEJIUMOTO ¥ JIeJIATEIS, T. €.

i
b

labe| = la] - o] - |e] n |7 | =

3. BesimauHbI OCTOsIHHBIE U [IepeMeHHbIe. Be/lnunHbl, nccie-
JlyeMble B MaTeMaTHUKe, Pa3JesIsfoTCs Ha JIBa KJIAcCa: IOCTOSHHBbIE U
repeMeHHbIe.

Hocmoannoti 6eauvuroti HA3BIBAETCS BEJIMINHA, KOTOPAas IPU JTaH-
HOM HCCJIEJIOBAHUN COXPAHSIET OIHO W TO K€, HEM3MEHHOE, 3HAYEHUE.
Eit coorBercrByer, TakuM o6pa3om, npu (GUKCUPOBAHHON €UHUIE Me-
PBI OIIPEJIETIEHHOE YIHCJIO.

Hepemennoti eaunumnoli HA3BIBACTCS TaKasl BEJIUINHA, KOTOPAs 110
TeM WA WHBIM IIPUYUHA MOYXKET MPUHUMATH PAa3/INIHbIe 3HAYCHUS [IPU
JIAHHOM HCCJIEOBAHUMN.

W3 stux ompemesieHnit siCHO, 9TO MOHATHE O IMOCTOSIHHOW U II€pe-
MEHHO# BeJIMYMHEe B 3HAYUTEJIbHOI Mepe YCJIOBHO U 3aBHCUT OT 00OCTO-
SITeJILCTB, IIPU KOTOPBIX M3y4aercs jaHHOe siBjeHue. OJHA U Ta XKe
BeJIMYMHA, KOTOPAas [IPU OJHUX YCJOBUSIX MOIJIA PACCMATPUBATHCS KaK
[TOCTOSIHHAS, MPU JAPYTUX YCJIOBUSIX MOXKET CTaTh IIEPEMEHHO, W Ha-
060pOT.

Taxk, HaIpUMep, NIpU U3MEPEHUN Beca Tejl BaXXKHO 3HATbh, IIPOU3BO-
JIUTCS JIM B3BEIIMBAHIE B OJHOM U TOM K€ MeCTe 3eMHOI IOBEPXHOCTH
WA B Pa3HBIX: €CJIU U3MEPEHME IIPOU3BOJMUTCS B OJJHOM U TOM K€ Me-
CTe, TO YCKOPEHUE CUJIbI TS’KECTH, OT KOTOPO#l M 3aBUCHT BEC, OYIeT
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OCTABATHCS BEJIMIMHON MIOCTOSHHON, U PA3JIMIne B BeCe MEXK/Iy Pa3HbI-
MU TeJaMu OYJeT 3aBUCETb TOJIBKO OT MX MAaCChI; €CJIU YKe M3MEPEHUst
MIPOUBBOJIATCS B PA3HBIX MeECTaX 3eMHOHN MOBEPXHOCTH, TO YCKOPEHUE
CHJIbI TSIKECTU HE MOXKET CUMTATHCS IIOCTOSIHHBIM, TaK KaK OHO 3aBH-
CUT OT IEHTPODEXKHOI CUJIbI BpallleHus 3eMJIr; 6J1aroapsi STOMY OJHO
7 TO K€ TEeJIO Ha YKBATOPE BECUT MEHBIIE, YeM Ha, IOJIIOCE, YTO U MOXKHO
OOHAPYKUTH, €CJIN IPOU3BOIUTH B3BENINBAHNE HE HA PHIUAXKHbBIX, a HA
MPYKUHHBIX BECaxX.

PaBubiM 06pa3om mpu rpyObIX TEXHUYECKHX pacdeTrax MOKHO CUHU-
TaTh, 9TO JJINHA BXOJANIUX B KOHCTPYKIIUIO CTEPXKHEH €CTh BeJIMInHA
HEU3MEHHAasl; IIPK 00JIee YKe TOYHBIX, KOIJIa IPUXOIUTCS IPUHUMATH BO
BHUMAaHNE JefiCTBAe M3MEHEHUsI TEeMIIEPATYPhI, JJINHA CTEPXKHel oKa-
3BIBAETCS IEPEMEHHOI, 9TO, KOHETHO, 3HAUUTEJHHO YCI0XKHSIET BCE PAC-
YETHI.

4. IIpomexkyTok. XapakTep U3MEHEHUs IEPEMEHHON BEJTUYINHBI
MOXKeT OBITh CaMbIM pa3HoOOpas3HbIM. IlepemMeHHast BeJIMUMHA MOXKET
[IPUHUMATH JINOO BCEBO3MOXKHBIE BEIleCTBEHHBIE 3HAUEHUsI, 6€3 BCSIKUX
orpanugeHuil (Harpumep BpeMst £, OTCIUTHIBAEMOE OT HEKOTOPOTO OIIpe-
JeJIEHHOTO HAYAJHLHOTO MOMEHTA, MOYKET MPUHUMATH BCEBO3MOXKHBIE,
KaK ITI0JIOXKHUTEJIbHBIE, TAK U OTPUIATENIbHBIE, 3HAUEHH ), JIUOO 3HATE-
HUsI ee OMPAHMYMBAIOTCsI HEKOTOPBIMU HepaBeHCTBaMu (Hamnpumep ab-
corroTHasI Temieparypa T°, Koropast 1o/KHa 6bITh Gosbine — 273 °C);
HaKOHeIl, IIepeMeHHasT BeTNINHA MOXKET IPUHUMATD JINIIh HEKOTOPBIE,
a He BCEBO3MOXKHbBIE 3HAUEHUs (TOJIbKO ILeJIble — YUCJIO YKUTeeil NaH-
HOT'O TOPOJIa, YUCJIO0 MOJIEKYJT B JTaHHOM O0bEMe ra3a — WU TOJIBKO CO-
u3MepuMble C JaHHOI €JIMHUIEH U T. H.).

VYkaxkeM HEKOTOpbIe, Hambojiee PacIpoCTpaHEHHbIE B TEOpETUYe-
CKHUX HUCCJIE/IOBAHUAX U HA MPAKTUKE CIOCOOBI U3MEHEHUS ITePEeMEeHHbBIX
BEJINYINH.

Ecnmu mepemennas BemmamHa & MOXKET TPUHUMATH BCE BEIECTBEH-
Hble 3HAYEHUSI, YAOBIETBOPSIOININE YCJIOBHIO @ < - < b, rime a n b— 3a-
JAHHbBIE BEIECTBEHHBIE TNC/Ta, TO TOBOPST, UTO & USMEHAECMNCA 8 NPOME-
orcymee (a,b). Takoit MPOMEKYTOK, CO BKJIIOUEHHBIMU KOHIIAMH, HA3bI-
BAIOT MHOTIA 3AMKEHYMBM NPomedcymrom. Eciu mepeMeHHast T MOXKET
OPUHAMATH BCE 3HAYEeHWsI U3 IIPOMEXyTKa (a,b), KpoMe ero KOHIIOB,
T.e. a < r < b, TO TOBOPAT, ITO T UBMEHAECMNCA BHYMPU NPOMENCYM -
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xa (a,b). Takoil HPOMEXKYTOK € UCKJIIOYEHHBIMU KOHIAME HA3BIBACTCS
omEPwLIMBLM Npomedtcymrom. Kpome Toro, 001aCTHI0 N3MEHEHUSI T MO-
2KeT OBbITh U IPOMEXKYTOK, 3aMKHYTBIH C OIHON CTOPOHBLI U OTKPLITHIM
¢ apyroit: a < x < bwmm a < x < b.

Eciin 06j1acTh u3MEHEHUsT T OLPEJIesIsieTCs HepaBEHCTBOM G < &, TO
POBOPST, 9TO & U3MEHETCS B IIPOMEKYTKe (@, +00), KOTOPBIH 3aMKHYT
cJIeBa M OTKPBIT CIIpaBa. TOYHO TakK Ke MPU HePaBeHCTBE T < b MBI UMe-
eM IPOMEXKYTOK (—00, b), OTKPBITHII cJieBa U 3aMKHYThIi cripasa. Eciu
T MOKeT [IPUHUMATD JIFOObIE BEIIIECTBEHHBIE 3HAUEHUSI, TO TOBOPSIT, YTO
2 U3MEHSIETCS B IIPOMEXKYTKe (—00, +00), OTKPBITOM ¢ 00EMX CTOPOH.

B nanbreifimem uepes (a,b) Mbl Beerja OynemM 0603HAUATH 3aMKHY-
TBHIIT TPOMEXKYTOK. JacTo IjIsi 3aMKHYTOr'O MPOMEXKYTKa IMOJIb3YIOTCSI
obozHaveHneM [a, b]*. Vickioderne oHOTO Wil 000MX KOHIIOB M3 IPO-
MEeXKyTKa MBI OyJ/IeM OroBapuBaTh 0C000.

5. ITousaTue o dyukiuu. Yaiie Bcero B MIPUIIOXKEHUSIX IIPUXOJIAT-
Ccd UMeTh JIeJI0 He C OAHOU IIepEeMEeHHON BEeJIWYNHON, & C HECKOJIbKUMU
cpasy. Pacemorpum, Hanpumep, 1 ke Bo3ayxa. [lepemennbie BemanHbI,
OTIpeIeIAIONIHE ero COCTOAHIe, OyIyT: masierne p(xe/m?2), TOI KOTO-
PBIM OH HaxouTCst; 00beM v(Mm3), KOTOPBIi OH 3aHUMAeT; TeMIIepaTypa
ero t(°C). IIpeanosoKum moKa, ITo TeMIepaTypa BO3/LyXa MOJIepiKI-
Baercs paBuoii 0 °C. Hucso ¢ ecTh B JaHHOM CJIydae MOCTOSHHAS, PaB-
nas myio. Ocraiorces nepeMenubie p u v. Eein MeHaThb p, To Gymer Me-
HATHCS U U; HAIIPUMED, €CJIN BO3/IYX C2KUMATH, TO 00bEM yMEHBITACTCH.
JlaBjieHne p MBI MOZKEM MEHSITh IPOU3BOJILHO (10 KpaiiHeil Mepe, B mpe-
JleJlaxX, JOCTYNHBIX TEXHHUKE), & [MOTOMY Mbl MOYKEM HA3BIBATBH P HE3a-
8uUCUMOU nepemenrol; Ipu KazKJI0# PUKCUPOBAHHOI BeJIMYNUHE JaBJIe-
HUs a3, OYEBUJIHO, JOJ2KEH 3aHMMATDH BIIOJIHE OIPEIEIEHHBI 00beM;
cTajo ObITh, JOJIKEH CYyIIeCTBOBATH TAKOM 3aKOH, KOTODBIN ITO3BOJIS-
eT MPU KaKJIOM 3HAUEHUN P HAWTU COOTBETCTBYIOIIEE eMy 3HAUCHUE .
DTOT 3aKOH XOPOIIO U3BECTEH — ITO 3aKOH Boitjis-Mapuorra, KOTOpBIi
TJIACHUT, IYTO 00beM, 3aHUMAEMBbIH Ta30M IIPU TOCTOSTHHON TeMIIepaType,
00pATHO IPOIOPITNOHAJIEH JTABIECHUIO.

* B MareMaTHYecKoil JmTepaTrype, KaK IpaBuiio, obosHadenue (a, b) ucrnonnsy-
€TCsl IMEHHO JIJIsl OTKPBITOTO IIPOMYZKeTKa, a [a, b] jys1 3amkHyToro. Ha aro ciemyer
06paTUTh BHUMAHKE MPH UCIIOJIb30BAHUN 3TOW KHUTU OJHOBPEMEHHO C JPYTUMU KUC-
TOYHUKAMH.
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[Ipumensiss 9TOT 3aKOH K HAIEMy KHJIOTPAMMY BO3/yXa, MOXKHO
HAWTHA 3aBUCHMOCTD MEXK/Iy U U P B BUJIC YPaBHEHUS

273 -29,27
V= —"7"7T.
p

[TepemenHast BeIMYnHA ¥ HA3BIBAETCS B JAHHOM Ciiydae gynryued
HEe3aBUCUMOI IIepEeMEeHHOR P.

OrBJleKasiCh OT 3TOrO YAaCTHOIO IIPUMeEPa, Mbl MOXKEM CKa3aTh, 4TO,
TEOPETUYECKU T'OBOPsi, 044 HE3G8UCUMOT NePEMEHHOT TaPAKMEPHIM
ABAAECMCA MHONHCECTNBO €€ B03MONCHHL 3HAUEHUT, U Mbl MONHCEM TO
NPoOU3BOAY BLIOUPAML OAA Hee A000€ 3HAMEHUE U3 IMO20 MHOIAHCE-
CMBA €€ BO3MONCHBIX 3HaveHut. Tak, HaIpuMep, MHOYKECTBOM 3Hae-
HUI HE3aBUCUMON ITEPEMEHHON & MOXKET CJIYKUTh KaKOoW-JImbo mpoMe-
KyTOK (a,b) MM BHYTPEHHOCTH STOIO MPOMEXKYTKA, T. €. He3aBUCUMAsT
TepeMeHHas T MOYKET, HAIpUMep, MPUHUMATE JII00bIe 3HAYCHUs, Y10~
BJIETBOPSIOIINE HEPABEHCTBY a < & < b mm HepaBeHCTBY a < x < b.
MokeT cayInThCs, 9TO T MPUHUMAET JIIOObIE TEeTOYNCTeHHBIE 3HATCHIST
u T.J. B ykazaHHOM BbIIlIe MPUMEPE POJIb HE3ABUCUMOI MTEPEMEHHOMN
urpaJio p, u oobem v 0L pyuknumeit p. lagum Temepb ompejiesienue
byHKIINN.

Onpegmenenune. Beauuuna y naswveaemcs Gynryuetd He3asucu-
MOU nepemennol T, ecau aw0bomy onpedesennomy 3nauenulo T (u3
MHOICECTNBA €€ BOZMONCHHIT 3Hauenull) coomeememayem onpedeneh-
HOE 3HaYerue Y.

Ecmu, manpumep, y ecTh GYHKIMSA OT X, OTIPEJeICHHAS B IPOMEXKY T-
Ke (a, b), TO 9TO 3HAUUT, YTO JHOOOMY 3HAIEHHIO T U3 ITOTO IIPOMEIKYTKA
COOTBETCTBYET OIIpeJIeJIEHHOE 3HAUYEHHE Y.

Bompoc o ToMm, Kakyio u3 JABYX BEJWYUH, & WA ¥, CIUTATH HE3a-
BUCUMOIT ITEPEMEHHOM, eCTh YaCTO BOIIPOC TOJBKO ya00cTBa. B Halmem
IpUMepe MBI MOTVIA OBbI, MEHsIsT ITPOM3BOJIBLHO OOBEM U U OIPEIEIsT
KazKJbIl pa3 JJaBJICHHAE P, CINTATh HE3aBUCUMOII IIepEMEHHON v, a naB-
JIEHHWE P PACCMaTPUBATh KaK (DYHKIIUIO OT v. Perras HalMCaHHOE BBIITE
yPaBHEHHE OTHOCUTEIBHO P, MOJYyIUM (DOPMYJTY, BHIPAKAIONIYIO (DYHK-
IIUI0 P Yepe3 He3aBUCUMYIO IIeEpeMeHHYIO:

273 29,27
p=—-"—"—.
v
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CkazaHHOe O JBYX IEPEMEHHBIX 0e3 TPyIa PACIPOCTPAHSIETCS U HA
clydail KAKOTO YTOJHO UUCJIa [TEPEMEHHBIX; U 31€Ch Mbl MOXKEM OTJIH-
9UTH IePEMEHHbIE HE3aBUCHMBIE OT 3aBUCHMbIX, WU (DYHKITHH.

BosBsparmasich K HareMy IpuMepy, IMOJIOKUM, 9TO TeMIlepaTypa t He
oyzaer yxe 0 °C, a MOXKeT MeHAThCsI. 3aKOH Boitis—Mapuorra J10/2KeH
OBITH IIPU ITOM 3aMEHEH OoJjiee CJIOYKHOI 3aBUCHUMOCTHIO Kiameitpona:

pv = 29,27(273 4+ t),

KOTOpAas MOKA3BIBAET, UTO DU U3yUEHUH COCTOSIHUS ra3a MOXKHO Me-
HSITh [IPOU3BOJIHHO JIUINb JBE U3 BEJUYIUH P,V U t, & TPEThs OyIeT moJI-
HOCTBIO OIIPEJIeJIeHA, €CJIN TaHbI 3HAYCHUS ITUX ABYX. MBI MOXKEM Mpu-
HATHb 38 HE3aBUCHUMBIE [IepeMEHHbIe, HAIPUMED, p U t, Torjaa v OyJeT
dyHKIMEN OT HUX:
29,27(273 4+ t)
==
p
JinbO0 yKe HE3aBUCUMBIMU IIEPEMEHHBIMI MOXKHO CIUTATD U U t, & p OyIeT
dyHKIIIEH OT HUX.
[Tpusenem npyroit mpumep. Ilmomans S TpeyrosbHIKA BIPaKAETCS
gepe3 JUIMHBI CTOPOH a, b, ¢ 1o hopmyiie

S=+Vplp—a)p-b)p-o),

rJge p — HOJIYIIEpUMETD TpeyIroJIbHUKa:

)

a+b+e
5 .

CTOpoHBI @, b, ¢ MOXXHO MEHSTH IIPOU3BOJILHO, JIUIIL ObI TOJBKO KaK-
Jlasi CTOpPOHA ObLja OOJIbIE PA3HOCTU W MEHBIE CyMMBI JIBYX JIPYTHX.
Takum obpazoMm, mepeMeHnnsie a,b, ¢ 6ydym He3a6UCUMBLIMU NEPEMEH-
HOMU, 02PAHUNERHBLMU HEpagencmeamu, S — dhynkyuetd om HUT.

Mpb1 MOXKeM TakzKe 3aJaTh IIPOU3BOJILHO JIBE CTOPOHBI, HAIIPUMED
a, b, 1 oAb S TPEyroabHUKA; HOJIb3YSACh (DOPMYJIONf

1
5:5(113311107

riae C'— yroj MexkJly CTOPOHAMHU @, b, Mbl MOXKEM TOT1a Beraucjuthb C'.
31ech yKe BeImauHbL a, b, S OyayT HesaBucuMbIMU riepeMeHHbiMu, C'—
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dbyukuumeii. [Ipu sTom mepementsie a,b, S T0/KHBI OBITH OrPAHUIEHDI
HEPABEHCTBOM

sinC’:ﬁgl.
ab

Ciiejyer 3aMeTUTb, 9TO B 9TOM IpuMepe MblI noJydaem st C' dea
3HAYEHUA, CMOTPSI IO TOMY, BO3bMeM Jii MbI it C' OCTPBIN Wn TyIoi
U3 ABYX YIJIOB, UMEIOIINX OJIMH M TOT K€ CHHYC

) 28
sin C = —.
ab
MpbI npuxouM 371eCh K MOHITHIO O MH0203HA%HOU GYHKUUU, O KOTOPOM
roapobree OymeM TOBOPUTH HUXKE.

6. AHanuTnueckuii cnocob 3a/aHus PYHKINOHAJIBHON 3a-
BUCHAMOCTHU. BCsiKuil 3aKOH IPUPOIBI, JIAONINI CBSI3b OMHUX SIBJIEHUMN
C IPYTUMH, YCTAHABIUBAET PYHKUUOHAALHYIO 3A6UCUMOCTG MEKITY Be-
smanaamu. CyIecTByeT MHOTO COCOOO0B st M300parkeHust PyHKIIAO-
HaJIbHBIX 3aBUCHMOCTEl, HO CaMOe Ba)XKHOe 3HAaYeHUe UMEIT TPHU CIIO-
coba: 1) anarumuueckud, 2) cnocob mabauy u 3) epaduveckud, uau
2eoMemputeckul.

Ms1 roBopuM, 9TO (DyHKITMOHAIbHAS 3aBUCUMOCTD MEXKY BEIUIU-
HAMH WJIH, [IPOIIE, PYHKUUA U300PANCERA GHANUMUYECKY, €CITA BEJIN-
YUHBI 3TU CBA3aHBI MEXKJY CO0OI ypasHeHUAMU, B KOTOPbIE OHU BXO-
JISAT, TIOJBEPrasiCh Pa3/UYHbIM MaTeMaTHIECKUM OIEPAIMSAM: CJIOXKE-
HUIO, BEIYUTAHUIO, JIEJIEHUIO, JIoTapudMupoBanuio u T. 1. K anammurute-
CKOMY M300parkKeHnto (DYHKITUI MBI TPUXO/IMM, KOTJIA HCCJIEyeM BOIIPOC
meopemuyvecku, T. €., yCTAHOBUB OCHOBHBIE IIPEIIOCHIIKY, Mbl TPUMEHSI-
eM MaTeMaTUJYeCKHii aHa N3 U I0JIy9aeM Pe3yJIbTaT B BHJie HEKOTOPO
MaTeMaTUIeCKON (DOPMYJIbI.

Eciin Mbl nuMeeM, HerocpecTBeHHOe Bhipaxkenue dbyHkimu (T. e. 3a-
BUCHMOIl [I€PEMEHHOIi) IPU IIOMONIM MaTeMaTHIeCKUX JeficTBuil HaJy
JIDYTUMU, HE3aBUCHUMBIMH I[I€DEMEHHBIMU, TO TOBOPAT, YTO (OYHKIIUS
aHAJIMTUIECKN 33/aHa ABHO. [[puMepoM SIBHOTO 3alaHus (DYHKIUU MO-
JKET CJIyKWUTh BbIpakeHue o0beMa I'a3a v IPU IOCTOSTHHOW TeMIlepa-
Type depe3 jaBiieHne (sBHasd DYHKIUSA OHONU HE3aBUCUMOMN II€PEMEH-
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HOI1):
| 273.29,27

p

nJIN BbIpazKeHue I1J1011a,/ 11 S TpeyroJibHUKa 9epe3 CTOPOHDbI:

v

S=+\plp—a)p-0b)p-rc)

(HBHaH GYHKINSA OT TPeX He3aBUCUMBIX HepeMeHHbIX). Bermumem ere
IIpUMEpP $BHOTO 3aJaHus (PYHKIWMU OT OJHON HE3aBUCUMOIl MEepPEMEH-
HOH x:

y=22>-3x+7. (1)

Yacto ObIBaeT HEYIOOHO WM HEBO3MOXKHO BBIMUCHIBATHL (DOPMYILY,
KOTOpasl BhIpaXkKaeT (PYHKIHWIO Yepe3 He3aBUCUMBIE repeMeHHble. [Ipu
9TOM IHUIILYT KOPOTKO TaK:

y=f(x).

Ora 3anuch 0003HAYAET, YTO Y €CTh (PYHKIIUsI HE3ABUCUMOI ITepEeMeH-
HO# =, U f ecTh CUMBOJIMYECKUI 3HAK 3aBUCUMOCTH Yy OT . Bmecro f
MOXKHO, KOHEYHO, yIOTPeOJIsITh U aApyrue OykBbl. Ecu Mbl paccmaTpu-
BaeM pas3Hble DYHKIMH OT T, TO JTOJKHBI yIOTPEOJISTh U PA3HbIE OyKBbI
JJ1sl CHMBOJIMYECKOI 3allMCH 3aBUCUMOCTHU OT I:

f(@), F(z), ¢(x) ur

Takoi#t cUMBOJIMIECKON 3alUCHIO TOJB3YIOTCSI HE TOJBKO B TOM
ciydae, Korga (DYHKIHUA 3aaHA AHAJUTUIECKH, HO U B CaMOM O0-
meM ciay4dae QyHKITMOHATBHON 3aBUCUMOCTH, KOTOPYIO MBI OIIPEIEJIAIN
B [5].

AHaJIOrnYHOi KOPOTKON 3allUChIO MOJIb3YIOTCS U JJIst (DYHKIMIA OT
HECKOJIbKIUX HEe3aBUCHMBIX II€PEMEHHBIX:

v=F(z, y, 2).

31ech v ecTh (DYHKIWS [IEPEMEHHBIX X, Y, 2.
YactHoe 3HaveHNe QYHKIMHU TTOJYIUM, TPUJIAB HE3ABUCUMBIM II€-
PEMEHHBIM YacCTHBIE K€ 3HAYCHUA U BBIIOJHUB JIeMCTBULA, YKa3aHHbIE



22 I'n. I. ®YHKUMOHAJIBHASA 3ABUCUMOCTL M TEOPUS IPEJEJIOB [7

suakamu f, F, ... Tak, nanpumep, uactaoe 3uadenue Gynkuuu (1) npu
T = % Oymer
2
1 1
=2-{=-) —-3--+7=6.
=2 (3) o

Boobiie yactaoe 3navenue HeKOTOpoii dyukuuu f(r) npu x = xg
oboznavaercst f(xg). AHAIOrHIHO — it DYHKIMA OT HECKOJIBKUX IIe-
PEMEHHBIX.

He mamo cmemmBats obmrero moustust yHKINM, KOTOPOe OBLIO Ha-
MU JaHO B [5], ¢ HOHATHEM AHAJIUTUIECKOrO BhIpayKeHUs Y depe3 x. B
obrmeM orpejiesieHn (DYHKIUU TOBOPUTCS JIUIThL O HEKOTOPOM 3aKOHE,
COTJIACHO KOTOPOMY JIFOOOMY 3HAYUEHHIO [IEPEMEHHOMN & 13 MHOYKECTBA, €€
BO3MOXKHBIX 3HAYEHUII COOTBETCTBYET OIpejie/ieHHOe 3HadeHue y. 1lpu
9TOM HE HPEJIOJIAraeTCsl HUKAKOe aHAJMTHIeCKoe BhipaykeHue (dbop-
MyJIa) Y Yepes .

OrmMernM erre, 9T0 MOYKHO OTIPEJIETUTE (DYHKITUIO PA3THIHBIMU aHAa~
JINTUYECKUMY BBIDAXKEHUSIMU Ha Pa3HBIX yYaCTKaX U3MEHEHUs HE3aBU-
cuMoii iepemenHoit x. Tak, HAIpUMep, MbI MOYXKEM OIIPEIEUTh (PYHK-
o y Ha npomexyTke (0, 3) cuiemyrommuM obpasoM: y = = + 5 mnpu
0<2<2uny =11 -2z upu 2 < z < 3. IIpu Takom 3amaHun Jro-
Gomy 3HaveHuio x u3 npomexkyrka (0, 3) coOTBeTCTBYET OIIpEIeIEHHOe
3HAYEHUE ¥, 9TO U COOTBETCTBYET OMPEIEIEHUIO (DYHKITIH.

7. HesiBable dyuknuu. OyHKIUsS HA3BIBAETCH, HEAGHOU, €CJIU
MBI IMEEM He HEIOCPEICTBEHHOE aHAJIUTUIECKOE BBIPAXKEHHUE ee depes
IepeMeHHbIe He3aBUCHUMbBIE, 8 TOJBKO YpasHeHue, KOTOPOEe CBA3LIBAET
ee 3HAYEHUE CO 3HAYEHUSMU TEePEeMEHHDBIX, He3aBUCUMBIX. Tak, HAIIpH-
Mep, eCJIH TepeMeHHas BeJIMINHA § CBA3aHA C IIEePEeMEHHON BEJIMIMHOMN
T ypaBHEHHEM

y* —a2® =0,

TO Y €CTb HeABHaA (DYHKINA HE3aBUCHUMON IEepeMeHHOH T; ¢ Ipyroit
CTOPOHBI, MOXKHO U T CUMTATHh HEABHON (DYHKIIMEH He3aBUCUMOIl mepe-
MEHHO# .

HesiBrast GpyHKIUS v OT HECKOJBKUX HE3aBUCUMBIX ITEPEMEHHBIX
Z,Y, %, ... OIPeJeJIsieTcs BOOOIIEe U3 YpasHeHUA

F(z, y, z, ..., v) =0.
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Boraucnsars 3nadenust 310t GyHKINA MBI MOXKEM TOTIA, KOTJA Pa3-
pelmM ypaBHEHNE OTHOCUTEJIBHO ¥ U TEM CaMbIM IIPEJCTaBUM U B BHUJIE
ABHOW (DYHKIUU OT X, Y, 2, . ..:

U:(p(:r7 y’ 27"')'
B npuBesienHoM BbIlIe IpUMepe ¥ BHIPAXKaeTCsl Yepes3 T B BHIE
3
y = Va2

OpHaKO ISl [OJIyYeHUsl PA3JINIHBIX, CBOMCTB (DYHKIMH ¥ COBCEM
HET HEOOXOIMMOCTH PEIaTh ypPABHEHWE, M OYEHb 9acTO OBIBAET, UTO
Y/IAeTCS AOCTATOYHO XOPOIIO U3YyIUTh HESBHYIO (DYHKIIUAIO 110 CAMOMY
YPaBHEHHIO, KOTOPBIM OHA OIlpesiesideTcs, He pellasd ero.

Hampumep, o6beMm ra3a v ecTh HesdgBHas (DYHKIUS JIABJICHUS P U
TeMIEPaTYPHI ¢, orpejiessseMasi ypaBHEHUEM

pv = R(273 +t).

VYron C' mexay cropoHaMu @ U b TpeyroJbHUKA ILIOMAINA S eCTh
HesiBHasg QYHKIMA a,b u S, onpeneisieMas ypaBHEHIEM

ab sin C = 28.

8. TabauyHbIl criocod. AHauTUdecKuili crrocob MpecTaB/IeHus
GbyHKINI TPUMEHSAETCs TJIABHBIM 00Pa30M MPU TEOPETUIECKUX UCCJTIEe-
noBaHusX. Ha mpakTuke ke, KOTJa MPUXOJUTCS HA CAMOM JIeJie BbI-
YHUCIATH MHOTO YACTHBIX 3HAUYCHUI Pa3/IUIHBIX (DYHKIINHA, aHaIATHIe-
CKHif cTI0CcO0 TIPEICTABICHNS 9aCcTO OKA3bIBAETCS HEYTOOHBIM, TaK KaK
OH TpeOyeT B KaXKJOM CJIydae IPOU3BOJICTBA BCEX HEOOXOINMbBIX BBITUC-
JICHU.

Yro0bl n36€eKaTh 3TOr0, BHIUYUC/ISIIOTCS YACTHBIE 3HAUYEHUs] HAUOO-
Jilee ynoTpeOnuTeIbHBIX (DYHKITHI, TPU OOJIBIIIOM YUC/IE€ YACTHBIX 3HAYE-
HUl HE3aBUCUMBIX MEPEMEHHBIX, U COCTABJAIOTCI Madaubl. TaKOBBHI,
HanpuMmep, TabJIUIbI 3HAYCHUN DyHKITHIi

1 1
y =22, s Vv, T, ch37 log,p =, log;gsin z, u 1. 1.
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€ KOTOPBIMH MMOCTOSTHHO MTPUXOIUTCS UMETh J1eJ10 Ha mpakTuke. Cyrie-
CTBYIOT U Apyrue TabJuibl, 0ojee CI0KHBIX (DYHKINIA, KOTOPBIE TOXKE
MIPUHOCAT OOJIBIINYIO TOJIBb3Y: TabIHIBI OecceeBbIX (DYyHKITNI, SJIAITH-
geckuX u T. . CyiiecTBytoT Tabyuibl U Jjist (PyHKIUNA OT HECKOJIbKUAX
[I€PEMEHHBIX, IIPOCTEMNINNIT IIPUMEP KOTOPBIX IIPEJCTaBJIsieT 0ObIKHOBEH-
Has MabAUUG YMHOIICEHUSA, T. €. Tabauna 3HaYeHnl QYHKIUNR 2 = Ty
[IPU PA3JIMIHBIX TIEJIbIX 3HAYCHUSIX T U Y.

WNHora mpuxoUuTcss BBIYUCIATH 3HAYEHUs (DYHKIUN TpHU TaKUX
YACTHBIX 3HAYEHUSIX HE3ABUCUMBIX TIEPEMEHHBIX, KOTOPBIX B TaDJIMIIAX
HET, & €CTh TOJILKO COCEJIHIME K HUM 3HAYEHWS; JIJIs TOTO, YTOOBI MOXKHO
OBLIIO [TOJIB30BATHCSI TAOJIMIIAME U B 9TOM CJIy4ae, CYIECTBYIOT Pa3JIid-
HbIE MPABUJIA UHMEPNOAAUUL; OJTHO U3 TAKUX MPABUJI OBLIO JAHO eIle
B KypCe CpejiHell MIKOJIbI MPU IMOJIb30BAHUN TaOJIMIAME JIOTapU(MMOB
(partes proportionales).

Bazkmoe 3uadenune umeroT TabJIUIBI TOT/A, KOLJA TPU WX TOMOIIN
n300paxKaroTcs (QPYHKIUN, aHAJUTUIECKOE BBIPDAXKEHUE KOTOPBIX HaM
HEU3BECTNHO; C SITUM IIPUXOJINTCS UMETD JIJI0, KOTIa TPOU3BOIUTCS IKC-
nepumerm. Besskoe OMBITHOE UCCIIEIOBAHUE UMEET TIeJIbI0 OOHAPYKUTh
CKPBITBIE JJis1 HAC (DYHKIIMOHAJBHBIE 3aBUCAMOCTH, U PE3YJIbTAT BCS-
KOTO OTIBITA TIPEJICTABJIAETCS B BHUJIE MAOAULDL, CBI3BIBAIONIEH MEXK Ty
€000 COOTBETCTBYIOIIIE 3HAYEHUSI MCCJIEyeMbIX IIPU 9TOM OIIBITE Be-
JIMYUH.

9. I'paduveckuii crmocod m3obparkeHus 4uce. llepexomsa K
rpaduaeckKoMy criocoby n3obpazkenus (pyHKITMOHAILHON 3aBUCUMOCTH,
MBI HAYHEM CO CJIydasi TpaduaecKoro n300parkeHus OJHOM IePEeMEeHHOA.

Beskoe umcno x moxker
OBITh M300PaKEHO HEKOTO-
pbiM  orpe3koMm. Jlms  3TO-
T'0 IOCTATOYHO, YCJIOBUBIINCH
pa3 u HABCEr1a B BHIOOPE eMHUIIBI JJIMHBI, TOCTPOUTH OTPE30K, JJIMHA
KOTOPOI'O paBHA KaK pa3 JaHHOMY 4ucay x. Takum oOpazom, BCsKast
BeJIMYKMHA HE TOJIBKO MOXKET OBITh BhIPAsKeHa “UCAOM, HO TAKIKE U [eo-
METPUYECKU U300pakeHa 0mpesKom.

st Toro 9To0bl MOXKHO OBLJIO TAKUM IIyTEM H300pPa3uTbh U OTPU-
naTejbHbIE YUC/IA, YCJIOBUMCS OTKJIAJIbIBATH OTPE3KU Ha OJIHON W TOM
2K€e TPSMOi JIMHUY, TPUIUCAB €il IPUTOM OIIPE/IEIEHHOE HAIIPABJICHIE

B, - 4 A + B
B

Puc. 1.
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(puc. 1). YemosuMes, gasee, 0603HAYATL BCAKII OTPE30K 3HAKOM ADB,
upudeM Touky A OyjeM Ha3bIBATH HAYAJIOM, B — KOHIIOM OTpPe3Ka.

Ecin nanpasyienne or A K B cOBIAaJaeT ¢ HAIPABJICHUEM HPIMOIA,
OTPE30K M300PaKAET IHUCJIO MOJIOKUTEIHLHOE; €C/IH YKe HAIPABJICHUAE OT
A X B IpOTHUBOIIOJIOKHO HAIIPABJICHUIO IIPSIMOM, TO OTPE30K U300pa3uT
qucsio orpunarenbaoe (A By Ha puc. 1). Abcomommoe gice snaverue
paccMaTpUBAEMOIO YHUC/IA BBIPAXKAETCs JJIMHON M300pazkaiomero ero
OTpe3Ka HE3aBUCUMO OT HAIDPABJICHHUSI.

Jlymny orpeska AB 6Gynem obosnauaTh uepes |AB|; ecim oTpesok
AB u306pakaer 4ucio T, To GyIeM HHCATH IIPOCTO

2 = AB, |z| = [4B|.

st GoJibIieil OIpeJIeJIeHHOCTH MOXKHO Da3 HaBCErJla yCJIOBUTHCS
[TOMEIAaTh HAYaJjI0 BCeX OTPE3KOB B 3apaHee BBIOpaHHYI0 TOUKy O mpsi-
moit. Torna Begxmit orpesok OA, a IOTOMY U H306parkKaeMoe UM UHC/IO
x, GyJer BIIOJIHE OIpeNessaThes mowkold A, KOHIOM orpe3ka (puc.2).
ObpartHo, 38/1aB YUCJIO T, MO-
JKeM U I10 BEeJIUYUHE U 110 Ha-
HPAaBJICHUIO OIpPEeNaeJIuTh OT-  x! 9 A > X
pesox OA, a moTomy u KoHeir
ero A. Touke O (Hauaso) co-
orBeTcTByeT 2 = (.

Urax, ecau nposecmu nanpasaenmyro npamyro X' X (ocv) u omme-
mumo Ha Hel Henodeuschyro mouky O (hawano), mo Kasxrcdomy sewse-
CMBEHHOMY HUCAY T 6Yydem coOMBEMCMBOBAMYD ONPEIEACHHAA MOUKA

Puc. 2.

A omoti npamoti, maxas, wmo ompesox OA usmepaemcsa wuciom .
Ob6pammno, ecaxotll mouke A ocu coomeemecmeyem 6noane onpedeseH-
Hoe Geuwecmeennoe Hucao T, usmepaowee ompezor OA. Omo wucao x
HA3BLBALTNCA AOCUUCCOT MOUKY A; ecat HYNCHO YKA3aMb, 4Mo MOUKA
A umeem abeyuccy x, mo nuwym A(z).

Ecnu gucio x mensiercss, To uzobpazkaromas ero tTouka A mepe-
JIBUTAETCSI 1T0 OCH. YCTAHOBJIEHHOE BBIIIE MOHSITHE O TPOMEXKYTKE IIpH
TAKOM 2paduieckom U300paicenul, wucAd T CTAHOBUTCS COBEPIIEHHO
HAIJISIIHBIM, & UMEHHO: €CJIM T MEHsIeTCs B IIPOMexXyTke a < = < b,
TO COOTBETCTBYIOIAA TOUKa Ha ocu X'X Oy/eT HaXOAUTbCS B OTPe3Ke,
KOHITBI KOTOPOT'O UMEIOT abCInCChl a 1 b.
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Ecau 661 MBI OrpaHUYUINCH OHUMEI PATMOHAIBLHBIMEI IUCIAMU, TO
TOYKe A HE COOTBETCTBOBAJIO ObI HUKAKOM abCIUCChl, ecyit 0Tpe3ok OA
HECOM3MEPUM C MPUHSATONW €IUHUIIEH, T.e., MHAYe TOBOPSs, OJIHU pallyi-
OHAJIbHBIE YMCJIa HE 3AIIOJIHSIIOT BCEX TOYEK IPSAMO. DTO 3aIl0/IHEHUE
JIOCTUTAETCsI BBEJIEHUEM UPPAIMOHAJBHBIX uncesl. OCHOBHBIM I10JIOXKE-
HUeM Tpu rpadUIecKOM U300parXKEHUN OJTHON MMepeMEHHON BeJTMIUHbBI
SABJISIETCS YKA3aHHOE BBINIE IOJIOYKEHHE: BCAKON Touke ocm X' X coor-
BETCTBYET OIPEE/IEHHOE BEIECTBEHHOE YUCJIO M, HA0DOPOT, BCSIKOMY
BEIIECTBEHHOMY YHCJIy COOTBETCTBYET olpe/iesleHHas Touka ocu X' X.

Bosbmem Ha ocu X' X jBe Touku: Touky A; ¢ abCIUCCOIO T U TOY-
Ky Aj ¢ abcruccoro . IIpu srom orpesky OA; 6y1eT COOTBETCTBOBATE
YUCIO0 T1, a 0Tpe3Ky O Ay — unciio xo. Herpynno moka3ars, paccMaTpu-
Basl BCEBO3MOXKHBIE B3AMMHBIE DACIIOJIOXKEHUsT TOUeK A u Ay, 91O OT-
pe3ky A1 As 6yeT coOTBETCTBOBATD YKCJIO To — L1 TAK UTO JJIMHA STOIO
oTpe3ka OyjieT paBHA abCOTIOTHOMY 3HAYEHWIO PA3HOCTH (T — T1):

|A1A2| = |$2 — $1|.

Ecyin, nanpumep, r1 = —3 u x5 = 7, TO To4Ka A; JIEXKUT CJIEBA
or O Ha paccTosiHUU, paBHOM 3, a Touka As jexxur crupasa or O Ha
paccrosiauu, paBaoMm 7. Orpe3ok A; A, Oyner umers jyuay 10 u Oy-
JIET HAIIPABJIEH TaK ke, Kak ocb X' X, T.e. eMy Oy/IeT COOTBETCTBOBATD
qucio 10 =7 — (—3) = z9 — x1. IIpenocrasisiem yuraresio pazobparh
JIpyrue BO3MOXKHOCTH PACIIOJIOXKeHnsT TodeK Aju As.

10. KoopauHarsl. Briiie Mbl BUje/IM, YTO IIOJIOXKEHUE TOYKU Ha,
npsimoit X' X MoKeT OBITh OIpeIeIeHO BemeCTBEHHBIM YUCIOM X. 110-

1 y+ 7 KaKeM Tellepb aHAJOTMYHDIH

5 _({» W crrocob  OIpeJIeJIeHNH  TI0JIO-
o-Fd-F , JKeHUs TOYKM Ha, IJIOCKOCTH.
1

! IIpoBeneM Ha IJIOCKOCTH JIBe

1 "
B3aUMHO HepHeHIUKYJIapHLIE

1 ! _<'\A
X o0 —T—— X
X 0 X ocm X'Xu Y'Y m BO3bMeM
; L 33 HadaJl0 Ha KaKIOH U3
NERE HUX HX TOYKY IepecedeHust
I O (puc. 3). TonoxkurenbHbie
1l 3 v

HAIIPABJICHUS HA OCSX yKa3a-
Puc. 3. HbI crpesnkamu. Todkam ocu
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X’X COOTBETCTBYIOT BENIECTBEHHBIE UHCJIA, KOTOPBIE MBI OOO3HATHM
6ykBoii x. Toukam ocu Y'Y TakzKe COOTBETCTBYIOT BEIIECTBCHHBIC THC-
Jia, KOTOpbIe MbI Oyzem obo3nadars OykBoit y. Eciin mHam 3aganbr ompe-
JleJIEHHbIE 3HAYEeHHUsI T U Y, TO Mbl MUMeeM OIIpeJie/IeHHble TOYKU A u
B na ocax X'X u Y'Y ; snasg touku A u B, MOXKeM HOCTPOUTDL TOUYKY
M mnepecevyenusi MPSAMBIX, TAPAJUIETBLHBIX OCSIM U IPOBEJIEHHBIX Yepe3
Touku A u B.

Kaoicdoti nape 3navenuti seauvun T,y coomsemcmeyem 00Ho
enoane onpedesennoe nosodcerue mouky M na naockocmu wepmesica.

Obpammno, xaosrcdot mouke M naockocmu coomeememaeyem enoame
ONPedeneHHas napa 3HAYEHUT BEAUNUN X, Y, OTBEUAIONUX TOIKAM IIe-
pecedenusi A, B IpsIMBIX, [IPOBEJIEHHBIX Yepe3 TouKy M mapaJuiesibHO
ocam, ¢ ocavu X' Xu Y'Y

Ilpn ykasamnbix Ha puc. 3 Hanpasrenusx oceit X' X, Y'Y mano x
CYUTATH MOJIOKUTETHLHBIM, €CJIN TOYKA A JIEKUT HAPABO, U OTPUIIA-
TeJIbHBIM, €CJI OHA JIEXKUT HaJieBO OoT Touku O; y Oy/er MoJI0KUTe b
HBIM, €CJIM TOYKa B JIeXKUT CBEpXY, OTPUIIATEIbHBIM, — €CJIU CHU3Y OT
toukn O.

Beauvwunw x,y, onpedessowgue nosostcenue mouwkyu M wa niaocko-
Cmu U 8 c8010 ouepedv onpedeasemovie nosodtcenuem moyuru M, Ha3vi-
saromesa xoopournamamu mouwku M. Ocu X' X, Y'Y ; naswearomesa wo-
OPOUHATMHBLMU OCAMU, NAOCKOCTID YEPMEINCH — KOOPOUHGMMHOT NAOCKO-
cmovio XOY, mouka O — nauarom xoopouram.

Beauwuna x nazwisaemca abcyuccoti, y — opdurnamotc mowku M.
3adasas mouxy M ee xoopdunamamu, nuwym M(x, y).

Camuiti cnocob u306pasicenus Ha3vbl6aeMCA CROCOOOM NPAMOY20ND-
HOIT KOOPOUHAM.

3HaKM KOOpAUHAT TOUYKH M IIpu pa3InyHbIX ee [TOJIOKEHHUAX B pa3-

JMIHBIX KoopauHaTHBIX yriax (I-IV) (puc. 3) MOXKHO mpejcTaBUTh Ta-
KOt TabJsueil:
COBepIIIEHHO SICHO, YTO KOOPIUHATHI & U
M | I |II|II|IV y Toukn M paBHBI pacCTOAHUAM TOUKH M
JI0 Oceif KOOPJMHAT, B3SITHIM C COOTBETCTBY-
oMy 3HakaMu. OTMeTHM, 9TO TOYKU OCHU
7 R R R X'X wumeror koopausatel (x, 0), a TOYKH
ocu Y'Y —xoopmunarer (0, y). Hagamno xo-
opaunar O umeer koopauaarst (0, 0).
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11. 'paduk u ypaBHeHUe KpuBoii. Bo3BparnMcs K BeJmanHaM
T 7 Yy, KoTopble m3obpaxkaer Touka M. Ilycth x n y cBa3anbl GyHK-
[IMOHAJILHON 3aBUCUMOCTBIO; 9TO 3HAUNAT, UTO, MEHsIsI [I0 IIPOU3BOJIY &
(nm y), MBI Gy/1eM HOJIYyYaTh KaXK/IbIi pa3 COOTBETCTBYIOIIEE 3HAUEHIE
y (nm

q:) Kaxk ot Takoit mape 3Ha4YeHUNl & W Y COOTBETCTBYET OIIPE]ie-
stenHoe rosioykenne Touku M na miaockoctu X OY'; ecou ke 3HAYEHUS
9TH OyIAyT MEHATHCs, TO ToUKa M OyIeT mepeIBUraThbCs 1Mo ILIOCKOCTH
U [IPY JIBUYKEHUH CBOEM OIMINET HEKOTOPYIO JIMHUIO (puc. 4), Koropast
HA3BIBACTCH 2padiuieckum u3obpa-
orcenuem (AU, TpoOIE, 2padurom
wi duazpammol) paccmampusae-
MOT  PYHKUUOHANOHOT  3A6UCUMO-

o

Y cmu.
| | i Ecsu 3aBucnMocCTh 33/1aHa ama-
7 N AUMUYECKY B BHUIE YPasHEHUA B
X .
7 . Sz ABHOM hopme
Y |
N
y=[f(x)
Puc. 4. WM B HeIBHOI (popme
F(z, y) =0,

TO ypaBHEHUE 3TO HA3LIBAETCS YPAGHEHUEM KPUBOT, a KPUBAs — 2pa-
Purom ypasnenus mwim epagpurom Pynkyuu. Kpuas n ee ypaBHeHue
CYTb JIUIIb PA3JIMIHBIE CIIOCOOBI BBIPAYKEHUS OJIHOM 1 TOM 2Ke PyHKITHO-
HAJILHON 3aBUCUMOCTH, T. €. 8CE MOUKU, KOOPIUHAMDL KOMOPHLT Y084~
MBOPAIOM YPABHEHUIO KPUBOT, AEHCAM 1A IMOT KPUBOU U, 06pamHo,
KOOPOUHAMDL GCET MOYEK, AEHCAUUT HA KPUBOU, YIOBAECMBOPAIOM €€
YPAGHEHUIO.

Eciin mamo ypaBHeHne KpuBoii, MOXKHO, IOJIB3YsICh JIICTOM rpadiie-
HOIl 6yMaru, IoCTPOUTh, 60JIee UM MEHee TOYHO, CAMYIO KpUBYIO (Bep-
Hee, MOYKHO IIOCTPOUTD KAKOE Y200H0 “UCAO MOY%EK, JIEHKAIUX Ha ITON
KpUBO#i); ueM GOoJIbIlle TAKUX TOYEK IIOCTPOUM, TeM siCHee Oyler st
Hac (opMa KPHUBOI; TAKON CHOCOO HABBIBAETCS NOCMPOEHUEM KPUBOT
no0 MOYKAM.
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Buibop macwmaba nveer CyImecTBeHHOE 3HATEHNE TTPU TOCTPOCHUH
KPUBBIX; TIPU 9TOM MOYKHO BBIOUPATH pasHbie MACIITAObI IPU TOCTPOE-
oun x u y. [Ipu onuHaKoBBIX MacmTabax i & U Y IIOCKOCTH YIIOI00-
JISIeTCsI JTUCTY OyMaru, pasrpadieHHOMY Ha K6adpamol, IIPU PA3HBIX XKe
Macirabax — Ha NpAmMoyzoavhuky. B maapHeiinmem OyeT mogpasyme-
BaTHCsl, YTO MACIITAOBI JIJIsl T U Y OJMHAKOBBI.

YurareasaM pEKOMEHJyeTCs 3JeCh K€ IIOCTPOUTH 10 TOYKAM
HECKOJIBKO IPabUKOB MPOCTEHIITNX (DYHKIHIA, MEHss MTPATOM MaCIITa-
OBL [JIst T U Y.

BBenennbie BoIle TOHATHS O KOOpawHATax ToUku M, 06 ypaBHEHNH
KpUBOi u rpaduke ypaBHEHHs] YCTAHABJIMBAIOT TECHYIO CBSI3b MEXKILY
asrebpoit u reomerpueil. C OJHONH CTOPOHBI, MbI IIOJyYaeM BO3MOXK-
HOCTH HATJISITHBIM P€OMETPUYECKUM ITyTeM U300parkaTh U UCCIET0BATD
AHAJINTUYECKIE 3aBUCUMOCTH, C JPYTOil CTOPOHBI, OKA3bIBAETCS BO3-
MOYKHBIM CBOJIUTH DEIIEHHE TeOMETPUIECKUX BOIPOCOB K YHCTO ajred-
pParmYecKuM JIeHCTBUSIM, B 9YeM U 3aKJII0YAETCS OCHOBHAS 381248 AHAAU-
muveckol 2eomempuu, pa3paboraHHoil BriepBble JlekapToMm.

Bsujy upesBbryaiinoii BaxKHOCTH (POPMYJIIPYEM ellle pa3 (PaKThI,
JIesKallie B OCHOBE aHAJIMTHYeCKo# reomerpun. Eciin Ha 1J10CKOCTH OT-
METUTH J[BE KOODJUHATHBIE OCH, MO0 BCAKOU Mouke naockocmu 6ydem
COOMBEMCMBOBAMD NAPA BEUELCTNEEHHBLL YUCEN — ADCUUCC U 0PIUHA-
ma amot moywku, u, Haobopom, 6cAK0U nape wucea 6ydem coomeem-
€MB06aMs onpedeseHnans mowka NAOCKOCMU, UMEIOULAA NEPEOE HUCAO
ceoetl abcyuccoti u 8mopoe wucao ceoetli opduramoti. Kpusoti Ha naoc-
Kocmu coomeememsyem GYHKUUOHAADHAA 3ABUCUMOCTNG MEHCIY T U
Y, UAU, YO MO dHCE, YPABHEHUE, COOEPAHCAULEE NEPEMENHBIE T U Y, KO-
mopoe YOoBAEMBOPACTNCA 6 TOM U AUWD 6 MOM CAYHAE, ECAU BMECTNO
T U Y nodcmasums KoopOuHaAMd, Kakol-11u60 u3 mouex xpusot. Ha-
obopom, ypasnenuto, codeporcausemy 08e nNepemerHvle T u Y, COOmeem-
CMBYEM KPUBAA, COCMOAULAA U3 MEXT MOYEK NAOCKOCTIU, KOOPIUHAML
KOMOPLLT, 6YOY4U NOOCMaABACHDL BMECTNO T U Y 6 ypashenue, ydosae-
MEOPAIOM eMY.

B manbmeifimeM MBI paccMOTPHUM OCHOBHBIE MPUMEPBI TPahUKOB
dyHKIMIL, a Tereph IPUBeIeM HEKOTOPhIe 0biue coobparkenus. [lycrs
MBI UMeeM ypaBHeHHe B siBHOI dopme: y = f(x), tae f(x) — odrosnan-
HaA PYHKYUA, OTIPEeJIeJIeHHasl, HAIPUMeD, B IpoMexXyTKe (a, b), T.e. Ta-
Kas PyHKnus, 9ro oMy = u3 (a, b) COOTBETCTBYET OJHO OIIPEIEeJICH-



	ОГЛАВЛЕНИЕ
	ПРЕДИСЛОВИЕ

	ГЛАВА I. ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ ЗАВИСИМОСТЬИ ТЕОРИЯ ПРЕДЕЛОВ
  
	§ 1. ПЕРЕМЕННЫЕ ВЕЛИЧИНЫ
	1. Величина и ее измерение
	2. Число
	3. Величины постоянные и переменные
	4. Промежуток
	5. Понятие о функции
	6. Аналитический способ задания функциональной зависимости

	7. Неявные функции
	8. Табличный способ
	9. Графический способ изображения чисел
	10. Координаты
	11. График и уравнение кривой
	12. Линейная функция
	13. Приращение. Основное свойство линейной функции
	14. График равномерного движения
	15. Эмпирические формулы
	16. Парабола второй степени
	17. Парабола третьей степени
	18. 3акон обратной пропорциональности
	19. Степенная функция
	20. Обратные функции
	21. Многозначность функции
	22. Показательная и логарифмическая функции
	23. Тригонометрические функции
	24. Обратные тригонометрические, или круговые, функции


	§ 2. ТЕОРИЯ ПРЕДЕЛОВ. НЕПРЕРЫВНЫЕФУНКЦИИ
	25. Упорядоченное переменное
	26. Величины бесконечно малые
	27. Предел переменной величины
	28. Основные теоремы
	29. Величины бесконечно большие
	30. Монотонные переменные
	31. Признак Коши существования предела
	32. Одновременное изменение двух переменных величин, связанных функциональной зависимостью

	33. Примеры
	34. Непрерывность функции
	35. Свойства непрерывных функций
	36. Сравнение бесконечно малых и бесконечно большихвеличин
	37. Примеры
	38. Число e
	39. Недоказанные предложения
	40. Вещественные числа
	41. Действия над вещественными числами
	42. Точные границы числовых множеств
	43. Свойства непрерывных функций
	44. Непрерывность элементарных функций


	ГЛАВА II. ПОНЯТИЕ О ПРОИЗВОДНОЙ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ
 
	§ 3. ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛПЕРВОГО ПОРЯДКА
	45. Понятие о производной
	46. Геометрическое значение производной
	47. Производные простейших функций
	48. Производные сложных и обратных функций
	49. Таблица производных и примеры
	50. Понятие о дифференциале
	51. Некоторые дифференциальные уравнения
	52. Оценка погрешностей

	§ 4. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫВЫСШИХ ПОРЯДКОВ
	53. Производные высших порядков
	54. Механическое значение второй производной
	55. Дифференциалы высших порядков
	56. Разности* функций

	§ 5. ПРИЛОЖЕНИЕ ПОНЯТИЯО ПРОИЗВОДНОЙ К ИЗУЧЕНИЮ ФУНКЦИИ
	57. Признаки возрастания и убывания функций
	58. Максимумы и минимумы функций
	59. Построение графиков
	60. Наибольшее и наименьшее значения функций
	61. Теорема Ферма
	62. Теорема Ролля
	63. Формула Лангранжа
	64. Формула Коши
	65. Раскрытие неопределенностей
	66. Различные виды неопределенностей

	§ 6. ФУНКЦИЯ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ
	67. Основные понятия
	68. Частные производные и полный дифференциалфункции двух независимых переменных
	69. Производные сложных и неявных функций

	§ 7. НЕКОТОРЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕПРИЛОЖЕНИЯПОНЯТИЯ О ПРОИЗВОДНЫХ
	70. Дифференциал дуги
	71. Выпуклость, вогнутость и кривизна
	72. Асимптоты
	73. Построение графиков
	74. Параметрическое задание кривой
	75. Уравнение Ван-дер-Ваальса
	76. Особые точки кривых
	77. Элементы кривой
	78. Цепная линия
	79. Циклоида
	80. Эпициклоиды и гипоциклоиды
	81. Развертка круга
	82. Кривые в полярных координатах
	83. Спирали
	84. Улитки и кардиоида
	85. Овалы Кассини и лемниската


	ГЛАВА III. ПОНЯТИЕ ОБ ИНТЕГРАЛЕ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ
 
	§ 8. ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИИНТЕГРАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯИ НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ
	86. Понятие о неопределенном интег
	87. Определенный интеграл как предел суммы
	88. Связь определенного и неопределенного интегралов
	89. Свойства неопределенного интеграла
	90. Таблица простейших интегралов
	91. Правило интегрирования по частям
	92. Правило замены переменных. Примеры
	93. Примеры дифференциальных уравнений первого порядка


	§ 9. СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА
	94. Основные свойства определенного интеграла
	95. Теорема о среднем
	96. Существование первообразной функции
	97. Разрыв подынтегральной функции
	98. Бесконечные пределы
	99. Замена переменной под знаком определенного интеграла

	100. Интегрирование по частям

	§ 10. ПРИЛОЖЕНИЯ ПОНЯТИЯОБ ОПРЕДЕЛЕННОМ ИНТЕГРАЛЕ
	101. Вычисление площадей
	102. Площадь сектора
	103. Длина дуги
	104. Вычисление объемов тел по их поперечным сечениям

	105. Объем тела вращения
	106. Поверхность тела вращения
	107. Определение центров тяжести. Теоремы Гульдина
	108. Приближенное вычисление определенных интегралов; формулы прямоугольников и трапеций

	109. Формула касательных и формула Понселе
	110. Формула Симпсона
	111. Вычисление определенного интеграла с переменным верхним пределом

	112. Графические способы
	113. Площади быстро колеблющихся кривых

	§ 11. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯОБ ОПРЕДЕЛЕННОМ ИНТЕГРАЛЕ
	114. Предварительные понятия
	115. Разбиение промежутка на части и образование различных сумм

	116. Интегрируемые функции
	117. Свойства интегрируемых функций


	ГЛАВА IV. РЯДЫ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ К ПРИБЛИЖЕННЫМ ВЫЧИСЛЕНИЯМ

	§ 12. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ИЗ ТЕОРИИБЕСКОНЕЧНЫХ РЯДОВ
	118. Понятие о бесконечном ряде
	119. Основные свойства бесконечных рядов
	120. Ряды с положительными членами. Признаки сходимости

	121. Признаки Коши и Даламбера
	122. Интегральный признак сходимости Коши
	123. Знакопеременные ряды
	124. Абсолютно сходящиеся ряды
	125. Общий признак сходимости

	§ 13. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ
	126. Формула Тейлора
	127. Различные виды формулы Тейлора
	128. Ряды Тейлора и Маклорена
	129. Разложение e в степени x
	130. Разложение sin x и cos x
	131. Бином Ньютона
	132. Разложение log(1 + x)
	133. Разложение arctg x
	134. Приближенные формулы
	135. Максимумы, минимумы и точки перегиба
	136. Раскрытие неопределенностей

	§ 14. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯИЗ ТЕОРИИ РЯДОВ
	137. Свойства абсолютно сходящихся рядов
	138. Умножение абсолютно сходящихся рядов
	139. Признак Куммера
	140. Признак Гаусса
	141. Гипергеометрический ряд
	142. Двойные ряды
	143. Ряды с переменными членами. Равномерно сходящиеся ряды

	144. Равномерно сходящиеся последовательности функций
	145. Свойства равномерно сходящихся последовательностей
	146. Свойства равномерно сходящихся рядов
	147. Признаки равномерной сходимости
	148. Степенные ряды. Радиус сходимости
	149. Вторая теорема Абеля
	150. Дифференцирование и интегрирование степенного ряда



	ГЛАВА V. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ
  
	§ 15. ПРОИЗВОДНЫЕИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ФУНКЦИИ
	151. Основные понятия
	152. О предельно переходе
	153. Частные производные и полный дифференциалпервого порядка
	154. Однородные функции
	155. Частные производные высших порядков
	156. Дифференциалы высших порядков
	157. Неявные функции
	158. Пример
	159. Существование неявных функций
	160. Кривые в пространстве и поверхности

	§ 16. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА.МАКСИМУМЫ И МИНИМУМЫ ФУНКЦИИ ОТ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

	161. Распространение формулы Тейлора на случай функции от нескольких независимы переменных

	162. Необходимые условия максимума и минимума функции

	163. Исследование максимума и минимума функции двух независимых переменных

	164. Примеры
	165. Дополнительные замечания о нахождении максимумов и минимумов

	166. Наибольшее и наименьшее значения функции

	167. Относительные максимумы и минимумы
	168. Дополнительные замечания
	169. Примеры


	ГЛАВА VI. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА, НАЧАЛА ВЫСШЕЙ АЛГЕБРЫ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ
  
	§ 17. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА
	170. Комплексные числа
	171. Сложение и вычитание комплексных чисел
	172. Умножение комплексных чисел
	173. Деление комплексных чисел
	174. Возвышение в степень
	175. Извлечение корня
	176. Показательная функция
	177. Тригонометрические и гиперболические функции
	178. Цепная линия
	179. Логарифмирование
	180. Синусоидальные величины и векторные диаграммы
	181. Примеры
	182. Кривые в комплексной форме
	183. Представление гармонического колебания в комплексной форме


	§ 18. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ЦЕЛЫХМНОГОЧЛЕНОВИ ВЫЧИСЛЕНИЕ ИХ КОРНЕЙ
	184. Алгебраическое уравнение
	185. Разложение многочлена на множители
	186. Кратные корни
	187. Правило Горнера
	188. Общий наибольший делитель
	189. Вещественные многочлены
	190. Зависимость между корнями уравнения и его коэффициентами

	191. Уравнение третьей степени
	192. Решение кубического уравнения в тригонометрической форме

	193. Способ итерации
	194. Способ Ньютона
	195. Способ простого интерполирования

	§ 19. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИИ
	196. Разложение рациональной дроби на простейшие
	197. Интегрирование рациональной дроби
	198. Интеграл от выражений, содержащих радикалы
	199. Интегралы вида: интеграл от R(x, корень квадратный из (ax*x + bx + c))dx

	200. Интегралы вида: интеграл от R(sin x, cos x)dx
	201. Интегралы вида: интеграл от e в степени ax[P(x) cos bx + Q(x) sin bx]dx






