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ПРЕДИСЛОВИЕ
к I тому 24-го издания

В чем притягательная сила этого энциклопедического учебника,
который выдерживает испытание временем уже более семидесяти
лет, переведен на множество языков мира, ссылки на который име-
ются в научных публикациях самого последнего времени?
Прежде всего это основополагающая идея, выдвинутая выда-

ющимися учеными, академиками В.А.Фоком и В.И.Смирновым,
работавшими на физическом факультете Ленинградского универ-
ситета. Она состояла в том, что для студентов физиков и, даже
шире, для естествоиспытателей и инженеров, требуется совсем иное
содержание и стиль изложения математики, чем для студентов ма-
тематиков. Формализованный стиль, основанный на чередовании
определений, лемм и теорем, и доведение условий до предельно об-
щих за счет громоздкости доказательства представляется ненуж-
ным мышлению физика, использующего эмпирический подход ча-
ще, чем дедуктивный.
Второй составляющей успеха представляемой книги был непре-

взойденный педагогический дар Владимира Ивановича. До пре-
клонных лет он был одним из любимейших лекторов на физи-
ческом факультете. Книги, написанные им, читаются просто и
увлекательно, даже те страницы, где проводятся громоздкие вы-
числения. И все это с сохранением достаточной строгости изло-
жения.
Третьим важным моментом является энциклопедический охват

материала. Курс включает как общие разделы математики, чита-
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емые для физиков, химиков, инженеров и т. д., так и более специ-
ализированные разделы, например, теорию групп или теорию спе-
циальных функций.
При написании раздела по теории групп значительную по-

мощь ему оказал мой отец член-корреспондент Д.К.Фаддеев. В
последнем томе курса впервые в советской математике было да-
но изложение функционального анализа. Часть разделов, связан-
ных с функциональным анализом, была доработана после смерти
В.И.Смирнова академиком О.А.Ладыженской.
Несколько слов надо сказать о личности Владимира Ивановича.

Он был очень скромным, открытым человеком, никогда не требо-
вавшим от университетского начальства ни отдельного кабинета,
ни личной секретарши. Однако он был тверд и решителен, когда
выступал в защиту гонимых по тем или иным причинам математи-
ков, когда отстаивал научные принципы университетского образо-
вания. Ту же О.А.Ладыженскую он неоднократно спасал от адми-
нистративного произвола, сохранив для математики выдающегося
ученого. Авторитет Владимира Ивановича как в Ленинградском
математическом сообществе, так и в мировой науке был чрезвы-
чайно высок.
До сих пор курс В.И.Смирнова используется как основное учеб-

ное пособие на физическом факультете Санкт-Петербургского госу-
дарственного университета. На младших курсах одним из лекторов
по высшей математике была Е.А. Гринина, которая и подготовила
данное переиздание к печати.

академик РАН Л.Д.Фаддеев

Общая цель сделанных комментариев состоит в том, чтобы
упростить современному студенту использование данной книги и
как единого учебного пособия, и как справочного материала при
работе с другими изданиями. Мною отмечена устаревшая термино-
логия, даны замечания по поводу опущенных вычислений. Также
сделаны некоторые замечания, связанные с методикой изложения
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материала, отличающейся от принятой в большинстве современных
лекционных курсов. В ходе работы были исправлены опечатки, до-
пущенные в предыдущем издании.

канд. физ.-мат. наук Е.А.Гринина



ГЛАВА I

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И РЕШЕНИЕ СИСТЕМ
УРАВНЕНИЙ

§ 1. ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ И ЕГО СВОЙСТВА

1. Понятие об определителе. Мы начнем настоящий пара-
граф с решения простой алгебраической задачи, а именно задачи
о решении систем уравнений первой степени. Рассмотрение этой
задачи приведет нас к важному понятию об определителе.
Начнем с рассмотрения наиболее простых частных случаев.

Возьмем сначала систему двух уравнений с двумя неизвестными:

a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2.

Коэффициенты при неизвестных aik снабжены двумя значками,
первый из которых указывает, в каком уравнении находится этот
коэффициент, а второй значок указывает, при каком из неизвест-
ных он стоит.
Решение написанной системы, как известно, имеет вид

x1 =
b1a22 − a12b2
a11a22 − a12a21

; x2 =
a11b2 − b1a21

a11a22 − a12a21
.

Возьмем теперь три уравнения с тремя неизвестными:

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,
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a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3,

причем мы пользуемся прежними обозначениями для коэффициен-
тов. Перепишем первые два уравнения в виде

a11x1 + a12x2 = b1 − a13x3, a21x1 + a22x2 = b2 − a23x3.

Решая их относительно неизвестных x1 и x2 по предыдущим
формулам, будем иметь

x1 =
(b1 − a13x3)a22 − a12(b2 − a23x3)

a11a22 − a12a21
;

x2 =
a11(b2 − a23x3) − (b1 − a13x3)a21

a11a22 − a12a21
.

Подставляя эти выражения в последнее уравнение системы, по-
лучим уравнение для определения неизвестного x3 и, наконец, ре-
шая это уравнение, будем иметь окончательное выражение для это-
го неизвестного:

x3 =

=
a11a22b3+a12b2a31+b1a21a32−a11b2a32−a12a21b3−b1a22a31

a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a11a23a32−a12a21a33−a13a22a31
.

(1)
Рассмотрим подробно конструкцию этого выражения. Заметим

прежде всего, что его числитель может быть получен из знамена-
теля простой заменой коэффициентов ai3 при определяемом неиз-
вестном свободными членами bi. Таким образом, остается выяснить
закон образования знаменателя, который не содержит уже свобод-
ных членов и составлен исключительно из коэффициентов нашей
системы. Запишем эти коэффициенты в виде квадратной таблицы,
сохраняя тот порядок, в котором они стоят в самой системе∥∥∥∥∥∥

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∥∥∥∥∥∥ . (2)

Написанная таблица содержит три строки и три столбца. Числа
aik называются ее элементами. Первый из значков показывает, в
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какой строке стоит этот элемент, а второй значок указывает номер
столбца. Выпишем теперь знаменатель выражения (1):

a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31.
(3)

Как мы видим, он состоит из шести членов, и каждый его член
есть произведение трех элементов таблицы (2), причем в этом про-
изведении участвуют элементы каждой строки и каждого столбца.
Действительно, эти произведения имеют вид

a1pa2qa3r, (4)

где p, q, r суть целые числа 1, 2, 3, расставленные в некотором опре-
деленном порядке. Таким образом, как первые, так и вторые знаки
представляют собою совокупность целых чисел 1, 2, 3, и произве-
дения (4) действительно содержат по одному элементу из каждой
строки и из каждого столбца. Чтобы получить все члены выраже-
ния (3), надо в произведении (4) взять вторые значки p, q, r в
различных возможных порядках. Таких возможных перестановок
из вторых значков будет, очевидно, шесть:

1, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2; 1, 3, 2; 2, 1, 3; 3, 2, 1, (5)

и мы получаем, таким образом, все шесть членов выражения (3). Но
мы видим, что некоторые из произведений (4) входят в выражение
(3) со знаком плюс, а другие со знаком минус, и остается лишь
выяснить то правило, согласно которому надо выбирать знак. Со
знаком плюс, как мы видим, входят те произведения (4), у которых
вторые значки образуют следующие перестановки:

1, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2, (51)

a со знаком минус входят те произведения, вторые значки которых
образуют перестановки:

1, 3, 2; 2, 1, 3; 3, 2, 1. (52)

Выясним теперь, чем перестановки (51) отличаются от пере-
становок (52). Назовем беспорядком в перестановке тот факт, что
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большее число стоит впереди меньшего, и подсчитаем число беспо-
рядков в перестановках (51). В первой из этих перестановок беспо-
рядков вовсе нет, т. е. число беспорядков равно нулю. Перейдем ко
второй перестановке и сравним по величине каждое из чисел, в нее
входящих, со всеми следующими. Мы видим, что здесь имеются два
беспорядка, а именно число 2 стоит перед числом 1 и число 3 стоит
перед числом 1. Точно так же нетрудно убедиться, что и третья из
перестановок (51) содержит два беспорядка. Одним словом, можно
сказать, что все перестановки (51) содержат четное число беспоряд-
ков. Совершенно так же исследуя перестановки (52), мы убеждаем-
ся, что все они содержат нечетное число беспорядков. Мы можем
теперь формулировать правило знаков в выражении (3), а именно:
те произведения (4), в которых число беспорядков в перестановке,
образованной вторыми значками, есть число четное, входят в выра-
жение (3) без всякого изменения. Те же произведения (4), у которых
перестановки, образованные вторыми значками, содержат нечетное
число беспорядков, входят в выражение (3) с приписанным к ним
знаком минус. Выражение (3) называется определителем третье-
го порядка, соответствующим таблице чисел (2). Нетрудно теперь
обобщить предыдущее на случай определителей любого порядка.
Пусть имеется n2 чисел, расставленных в виде квадратной таб-

лицы, имеющей n строк и n столбцов:∥∥∥∥∥∥∥∥
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∥∥∥∥∥∥∥∥ . (6)

Элементы этой таблицы aik суть заданные комплексные числа,
причем значки i и k указывают номер строки и столбца, на пересе-
чении которых стоит число aik. Составим всевозможные произведе-
ния из чисел таблицы (6) так, чтобы эти произведения содержали
по одному числу из каждой строки и из каждого столбца. Эти про-
изведения будут иметь вид

a1p1 a2p2 . . . anpn , (7)

где p1, p2, . . . , pn суть числа 1, 2, . . . , n, расставленные в неко-
тором порядке. Чтобы получить всевозможные произведения вида
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(7), нам надо взять всевозможные перестановки вторых значков.
Как известно из элементарной алгебры, число таких перестановок
будет равно факториалу целого числа n:

1 · 2 · 3 . . . n = n!

Каждая из этих перестановок будет иметь некоторое число бес-
порядков по сравнению с основной перестановкой

1, 2, 3, . . . , n.

Те произведения вида (7), вторые значки которых образуют пе-
рестановку с четным числом беспорядков, возьмем без всякого из-
менения, а к тем произведениям вида (7), у которых перестановка
вторых значков имеет нечетное число беспорядков, припишем знак
минус. Сумма всех полученных таким образом произведений и на-
зывается определителем n-го порядка, соответствующим таблице
(6). Эта сумма будет, очевидно, содержать n! слагаемых. Нетрудно
представить это определение в виде формулы. Введем для этого
некоторое обозначение. Пусть p1, p2, . . . , n—некоторая переста-
новка из чисел 1, 2, . . . , n. Обозначим число беспорядков в этой
перестановке символом

[p1, p2, . . . , pn].

Тогда данное выше определение определителя, соответствующе-
го таблице (6), может быть записано в виде следующей формулы,
причем для обозначения определителя мы пишем таблицу (6) меж-
ду вертикальными чертами:∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣=
∑

p1,p2,...,pn

(−1)[p1,p2,...,pn]a1p1a2p2 . . . anpn . (8)

Здесь суммирование распространяется на всевозможные пе-
рестановки вторых значков, т. е. на всевозможные перестановки
(p1, p2, . . . , pn). Говоря о таблице как таковой, а не об определите-
ле, из нее составленном, мы ставим эту таблицу между двойными
вертикальными чертами.
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Заметим, что в выражении (3) мы в каждом произведении рас-
ставили сомножители в таком порядке, чтобы первые значки обра-
зовывали основную перестановку 1, 2, 3, и таким образом все на-
ши рассуждения относились к перестановкам, образуемым вторы-
ми значками. Можно, наоборот, поставить в каждом произведении
сомножители так, чтобы вторые значки всегда шли в возрастающем
порядке; при этом выражение (3) перепишется в виде

a11a22a33 − a31a12a23 − a21a32a13 − a11a32a23 − a21a12a33 − a31a22a13.
(9)

Здесь первые значки образуют всевозможные перестановки p, q,
r, причем легко проверить, что правило знаков у членов выражения
(9) может быть формулировано совершенно так же, как и выше, но
только по отношению к первым значкам. Это приводит нас к тому,
чтобы наряду с суммой (8) рассматривать аналогичную сумму вида∑

p1,p2,...,pn

(−1)[p1, p2, ..., pn]a1
p1 a

2
p2 . . . a

n
pn
. (10)

Очевидно, что эта последняя сумма состоит из тех же членов,
что и сумма (8). В дальнейшем мы увидим, что и знаки ее членов
такие же, как и в сумме (8), т. е. так же, как и при n = 3, сумма
(10) совпадает с суммой (8).
Обратимся, наконец, к случаю n = 2. При этом таблица имеет

вид ∥∥∥∥a11 a12

a21 a22

∥∥∥∥
и формула (8) дает следующее выражение для определителя вто-
рого порядка, соответствующего этой таблице:∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21. (11)

Из предыдущего непосредственно следует, что для выяснения
свойств определителя необходимо познакомиться ближе со свой-
ствами перестановок, к чему мы сейчас и переходим.
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2. Перестановки. Пусть имеется n каких-нибудь элементов,
расставленных в определенном порядке. Назовем это перестанов-
кой, образованной из наших элементов. Докажем прежде всего, что
таких различных перестановок будет n!. При n = 2 это очевидно,
ибо два элемента могут образовывать две различные перестанов-
ки. При n = 3 это непосредственно следует из подсчета перестано-
вок (5), где роль элементов играют числа 1, 2, 3. Без труда можно
убедиться, что (5) дают всевозможные перестановки из этих трех
элементов. Докажем наше утверждение при любом целом n по за-
кону индукции. Предполагая, что наше утверждение справедливо
при некотором n, докажем, что оно справедливо и для числа эле-
ментов (n+ 1). Положим, что n элементов дают n! перестановок, и
рассмотрим какие-нибудь (n+ 1) элементов, которые обозначим

C1, C2, . . . , Cn+1.

Обратим сначала внимание на те перестановки, у которых пер-
вым элементом будет C1. Чтобы получить всевозможные такие пе-
рестановки, надо поставить на первое место C1, а затем писать
всевозможные перестановки из оставшихся n элементов, и число
таких перестановок будет по предположению равно n!. Таким об-
разом, число перестановок из элементов Ck, начинающихся с эле-
мента C1, будет равно n!. Совершенно так же число перестановок
из элементов Ck, начинающихся с элемента C2, будет равно также
n!. В общем, число различных перестановок из элементов Ck будет:

n! · (n+ 1) = 1 · 2 · . . . n · (n+ 1) = (n+ 1)!,

что и требовалось доказать.
Мы можем, конечно, считать, что за элементы взяты целые чис-

ла, начиная с единицы, чего мы и будем придерживаться в дальней-
шем. Назовем транспозицией операцию, которая состоит в том,
что в некоторой перестановке мы меняем местами два элемента.
Непосредственно очевидно, что из всякой перестановки мы можем
получить всякую другую перестановку, совершая несколько транс-
позиций. Например, возьмем две перестановки из четырех элемен-
тов

1, 3, 4, 2, 2, 4, 1, 3.
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Можно перейти от первой из этих перестановок ко второй при
помощи транспозиций путем следующего перехода:

1, 3, 4, 2 → 2, 3, 4, 1 → 2, 4, 3, 1 → 2, 4, 1, 3.

Здесь нам понадобились три транспозиции, чтобы перейти от
первой перестановки ко второй. Если бы мы совершали транспози-
ции иным образом, то мы могли бы и другим путем перейти от пер-
вой перестановки ко второй при помощи транспозиций, т. е., иначе
говоря, число транспозиций, необходимых для перехода от одной
перестановки к другой, не есть строго определенное число. Можно
переходить от одной перестановки к другой при помощи различно-
го числа транспозиций. Но для нас будет существенным доказать,
что эти различные числа для двух заданных перестановок будут
всегда или все четные или все нечетные. Иначе это выражают, го-
воря, что эти числа всегда одинаковой четности. Чтобы выяснить
это, введем понятие о беспорядке, которым мы уже пользовались в
предыдущем номере. Пусть имеются перестановки из n элементов
1, 2, . . . , n. Назовем основной перестановкой ту перестановку

1, 2, . . . , n, (12)

в которой числа идут возрастающим порядком. Назовем беспоряд-
ком в некоторой перестановке тот факт, когда два элемента этой
перестановки следуют не в том порядке, в каком они стоят в ос-
новной перестановке (12), т. е., иначе говоря, когда большее чис-
ло стоит левее меньшего. Назовем перестановками первого класса
те перестановки, в которых число беспорядков есть число четное,
и перестановками второго класса —те, где это число есть число
нечетное. Основным для дальнейшего будет следующая теорема:

Транспозиция меняет число беспорядков на число нечетное.
Возьмем некоторую перестановку

a, b, . . . , k, . . . , p, . . . , s (13)

и положим, что мы применяем к этой перестановке транспозиции
по отношению к элементам k и p, т. е. меняем эти два элемента
взаимно местами. После такой транспозиции взаимное расположе-
ние элементов k и p относительно элементов, стоящих левее k или
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правее p, останется прежним. Изменится лишь взаимное располо-
жение элементов k и p относительно тех элементов, которые стоят
в перестановке между k и p, а также изменится, конечно, взаимное
расположение элементов k и p одного относительно другого. Под-
считаем общее изменение числа беспорядков. Положим, что между
элементами k и p в перестановке (13) стоит всего m элементов, и
пусть эти средние элементы по сравнению с элементом k дают α
порядков и β беспорядков, относительно же элемента p дают α1

порядков и β1 беспорядков. Имеем, очевидно:

α+ β = α1 + β1 = m. (14)

В результате транспозиции порядок перейдет в беспорядок, и
наоборот, т. е., точнее говоря, если элемент k с некоторым средним
элементом до транспозиции был в порядке, то после транспозиции
он окажется в беспорядке, и наоборот, и то же самое для элемента
p. Таким образом, общее число беспорядков у элементов k и p отно-
сительно средних элементов до транспозиции было β + β1 и после
транспозиции α+ α1, т. е. изменение числа беспорядков будет:

γ = (α+ α1) − (β + β1).

Пользуясь (14), мы можем переписать это число в виде

γ = (α+ α1) − (m− α+m− α1) = 2(α+ α1 −m),

откуда непосредственно следует, что это число γ будет четным.
Остается обратить внимание на взаимное расположение самих эле-
ментов k и p. Если до транспозиции они образовывали порядок,
то после они образуют беспорядок, и наоборот, т. е. здесь измене-
ние числа беспорядков равно единице, и таким образом общее из-
менение числа беспорядков, происшедших от транспозиции, будет
числом нечетным.
Выясним некоторые следствия, вытекающие из доказанной тео-

ремы.
Сл е д с т в и е I. Если выписать все n! перестановок и в каждой

из них произвести транспозицию двух определенных элементов, на-
пример элементов 1 и 3, то все перестановки первого класса станут
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перестановками второго класса, и наоборот; а в общем получится
опять вся совокупность n! перестановок. Отсюда непосредственно
следует, что число перестановок первого и второго классов одина-
ково.
Сл е д с т в и е II. Всякая перестановка может быть получена из

основной путем транспозиций. Из доказанной теоремы непосред-
ственно следует, что первый класс образуют те перестановки, ко-
торые получаются из основной путем четного числа транспози-
ций, а второй класс —те перестановки, которые получаются из
основной путем нечетного числа транспозиций.
Сл е д с т в и е III. Выбор основной перестановки совершенно

произволен. Мы могли бы вместо перестановки (12) выбрать за ос-
новную какую-нибудь другую перестановку, при этом, конечно, при
определении беспорядков надо сравнивать перестановку с основ-
ной, т. е. исходить из того порядка элементов, в котором они стоят в
основной перестановке. Нетрудно видеть, что если мы возьмем вме-
сто перестановки (12) за основную перестановку какую-нибудь из
перестановок первого класса, то перестановки первого класса оста-
нутся по-прежнему перестановками первого класса, а перестанов-
ки второго класса останутся перестановками второго класса. На-
оборот, если мы за основную перестановку возьмем какую-нибудь
перестановку второго класса, то перестановки второго класса ста-
нут перестановками первого класса, и перестановки первого класса
станут перестановками второго класса.
Например, если в шести перестановках из элементов 1, 2, 3 мы

примем за основную перестановку 2, 1, 3, то перестановками пер-
вого класса будут перестановки:

2, 1, 3; 1, 3, 2; 3, 2, 1.

Во второй из этих перестановок мы имеем два беспорядка: 1 стоит
перед 2 и 3 перед 2, а в основной 2 стоит перед 1 и 2 перед 3.
Перестановками второго класса будут перестановки:

1, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2.

В первой из этих перестановок мы имеем один беспорядок по срав-
нению с основной 2, 1, 3, а именно 1 стоит перед 2.
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Принимая во внимание сказанное выше, мы можем формулиро-
вать правило знаков в выражении (8) следующим образом: мы пи-
шем перед произведением знак плюс, если перестановка из вторых
значков принадлежит первому классу, и знак минус, если пере-
становка из вторых значков принадлежит второму классу, при-
чем за основную перестановку принята перестановка 1, 2, . . . , n.
Выясним теперь одно из основных свойств определителя. Пере-

ставим в таблице, дающей определитель, первый и второй столбцы.
Числа, которые мы раньше обозначали через aik, мы по-прежнему
будем обозначать этими же буквами с теми же самыми значками.
Вместо таблицы (6) будем иметь таблицу:∥∥∥∥∥∥∥∥

a12 a11 a13 . . . a1n

a22 a21 a23 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an2 an1 an3 . . . ann

∥∥∥∥∥∥∥∥ . (15)

Мы можем теперь, пользуясь определением, выражаемым фор-
мулой (8), составить определитель, соответствующий таблице (15).
В этой таблице столбцы пронумерованы в следующем порядке: 2, 1,
3, . . . , n, и эту перестановку мы должны считать за основную. Она
получилась из прежней основной при помощи одной транспозиции
и, следовательно, раньше принадлежала ко второму классу. Таким
образом, прежние перестановки второго класса станут при новом
выборе основной перестановки перестановками первого класса, и
наоборот. Следовательно, определитель, соответствующий таблице
(15), будет суммой тех же слагаемых, которые стоят в формуле (8),
но вследствие указанного только что изменения в распределении
перестановок вторых значков по классам знаки у членов новой сум-
мы будут противоположны знакам слагаемых суммы (8), т. е. при
перестановке двух столбцов величина определителя меняет знак.
Мы доказали это свойство, переставляя первый и второй столбцы.
Точно такое же доказательство годится и при перестановке двух
любых столбцов. Так, например, имеет место формула∣∣∣∣∣∣

1 0 3
2 7 6
5 3 0

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣
1 3 0
2 6 7
5 0 3

∣∣∣∣∣∣ .
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Второй определитель получается из первого перестановкой вто-
рого и третьего столбцов.
Выясним еще одно свойство определителя. Возьмем некоторое

слагаемое суммы (8):

(−1)[p1,p2,...,pn]a1p1a2p2 . . . anpn . (161)

Переставляя порядок сомножителей, мы можем привести в пол-
ный порядок вторые значки, но при этом первые значки будут об-
разовывать некоторую перестановку q1, q2, . . . , qn, и предыдущее
выражение запишется в виде

(−1)[p1,p2,...,pn]a1
q1a

2
q2 . . . a

n
qn
. (162)

Переход от (161) к (162) можно совершить при помощи несколь-
ких транспозиций сомножителей. Всякая такая транспозиция бу-
дет одновременно транспозицией в перестановке как первых, так и
вторых значков. Если число необходимых транспозиций для пере-
хода от (161) к (162) будет четным, то отсюда будет следовать, что
перестановка p1, p2, . . . , pn принадлежит первому классу, так как
она переходит в основную 1, 2, . . . , n при помощи четного числа
транспозиций и, следовательно, очевидно, может быть получена из
основной также при помощи четного числа транспозиций. Но при
этом и перестановка q1, q2, . . . , qn принадлежит к первому классу,
так как она одновременно получается из основной при помощи того
же четного числа транспозиций. Точно так же, если p1, p2, . . . , pn
принадлежит второму классу, то и q1, q2, . . . , qn принадлежит вто-
рому классу. Отсюда следует, что (−1)[p1,p2,...,pn] = (−1)[q1,q2,...,qn],
и, следовательно, мы можем написать:

(−1)[p1,p2,...,pn]a1p1a2p2 . . . anpn = (−1)[q1,q2,...,qn]a1
q1a

2
q2 . . . aqnn.

Итак, если мы сравним соответствующие слагаемые в суммах (8)
и (10), то увидим, что эти суммы в точности совпадают. В сум-
ме (10) строки играют ту же роль, что столбцы в сумме (8), и из
наших рассуждений непосредственно следует, что если в таблице
заменить все строки столбцами и столбцы строками, не меняя
их порядка, то величина определителя от этого не изменится.
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Так, например, мы имеем равенство следующих двух определи-
телей третьего порядка:∣∣∣∣∣∣

2 3 5
7 0 1
2 1 6

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
2 7 2
3 0 1
5 1 6

∣∣∣∣∣∣ .
3. Основные свойства определителя. I. Формулируем преж-

де всего только что доказанное свойство— величина определителя
не меняется при замене строк столбцами. В дальнейшем все, что
будет доказано для столбцов, будет годиться и для строк, и наобо-
рот.
II. В предыдущем номере мы видели, что перестановка двух

столбцов меняет лишь знак у определителя, то же относится и к
строкам, т. е. при перестановке двух строк (столбцов) между со-
бой величина определителя меняет лишь знак.
III. Если определитель имеет две одинаковые строки, то, пере-

ставляя их, мы, с одной стороны, ничего не изменим, а с другой
стороны, по доказанному переменим знак определителя, т. е., обо-
значая через Δ величину определителя, Δ = −Δ или Δ = 0. Итак,
определитель с двумя одинаковыми строками (столбцами) равен
нулю.
IV. Линейной однородной функцией переменных x1, x2, . . . , xn

называется полином первой степени этих переменных без свобод-
ного члена, т. е. выражение вида

ϕ(x1, x2, . . . , xn) = a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn,

где коэффициенты ai не зависят от xs. Такая функция обладает
двумя очевидными свойствами:

ϕ(kx1, kx2, . . . , kxn) = kϕ(x1, x2, . . . , xn),
ϕ(x1+y1, x2+ y2, . . . , xn+ yn)= ϕ(x1, x2, . . . , xn)+ϕ(y1, y2, . . . , yn).

Последнее свойство имеет место и для любого числа слагаемых.
Обращаясь к формуле (8), мы видим, что каждое слагаемое напи-
санной суммы содержит множителем один и только один элемент из
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каждой строки. Отсюда следует, что определитель есть линейная
однородная функция элементов какой-нибудь строки (или какого-
нибудь из столбцов).
Следовательно, если все элементы некоторой строки (столб-

ца) содержат общий множитель, то его можно вынести за знак
определителя.
Величина определителя, соответствующего таблице (6), часто

обозначается, как мы уже указывали выше, в виде∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
или более коротко:

|aik| (i, k = 1, 2, . . . , n).

Доказанное свойство можно в частном случае записать, напри-
мер, в виде ∣∣∣∣∣∣

ka11 ka12 ka13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = k

∣∣∣∣∣∣
a11 a13 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ .
Второе из указанных свойств линейных однородных функций

дает следующее свойство определителя: если элементы некоторой
строки (столбца) суть суммы равного числа слагаемых, то опре-
делитель равен сумме определителей, в которых элементы упомя-
нутой строки (столбца) заменены отдельными слагаемыми. Так,
например: ∣∣∣∣∣∣

a b c+ c′

d e f + f ′

g h i+ i′

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a b c′

d e f ′

g h i′

∣∣∣∣∣∣ .
Отметим еще одно очевидное следствие линейности и однород-

ности. Если все элементы некоторой строки (столбца) равны ну-
лю, то и определитель равен нулю.
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V. Если из таблицы (6) вычеркнуть i-ю строку и k-й столбец,
на пересечении которых находится элемент aik, то останется (n −
1) строк и столько же столбцов. Соответствующий определитель
(n − 1)-го порядка называется минором основного определителя
n-го порядка, соответствующим элементу aik. Обозначим его через
Δik и составим произведение

Aik = (−1)i+kΔik (17)

и назовем его алгебраическим дополнением элемента aik. Покажем
теперь, что эти алгебраические дополнения являются коэффициен-
тами той линейной однородной функции, о которой мы говорили в
предыдущем свойстве, т. е., что для любой i-й строки имеет место
формула

Δ = Ai1ai1 + Ai2ai2 + . . .+Ainain (i = 1, 2, . . . , n) (18)

и для любого k-го столбца—формула

Δ = A1ka1k +A2ka2k + . . .+Ankank (k = 1, 2, . . . , n), (19)

где Δ— величина определителя. Иначе говоря, мы должны пока-
зать, что если в сумме (8) мы соберем все члены, содержащие
некоторый определенный элемент aik, то коэффициентом при этом
элементе будет его алгебраическое дополнение Aik, определяемое
формулой (17). Обозначим предварительно этот коэффициент че-
рез Bik и заметим прежде всего, что этот коэффициент представ-
ляет собой сумму произведений из (n − 1) элементов, причем эти
произведения не содержат уже элементов i-й строки и k-го столбца.
Возьмем сначала случай i = k = 1 и выпишем те слагаемые

суммы (8), которые содержат элемент a11:

a11

∑
(p2,...,pn)

(−1)[1,p2,...,pn]a2p2 . . . anpn .

Здесь суммирование должно распространяться на всевозмож-
ные перестановки p2, p3, . . . , n из чисел 2, 3, . . . , n. В полной пе-
рестановке 1, p2, . . . , pn первый элемент единица по отношению ко
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всем следующим находится в порядке, а потому для числа беспо-
рядков мы имеем:

[1, p2, . . . , pn] = [p2, . . . , pn],

причем за основную перестановку в обоих случаях берется та, где
числа идут в возрастающем порядке. Мы имеем, таким образом,
следующее выражение для коэффициента при a11:

B11 =
∑

(p2, p1, ..., pn)

(−1)[p2,...,pn]a2p2 . . . anpn .

Эта сумма подходит под определение определителя, но только
по сравнению с исходным определителем отсутствуют первая стро-
ка и первый столбец. Отсюда видно, что B11 = Δ11 = (−1)1+1Δ11 =
A11, т. е. при i = k = 1 наше утверждение доказано. Перейдем к слу-
чаю любых i и k. Будем переставлять i-ю строку постепенно с более
высокими строками так, чтобы она попала на место первой строки.
Для этого придется сделать (i−1) перестановок строк. Совершенно
так же постепенной перестановкой приведем k-й столбец на место
первого столбца. После этих перестановок элемент aik попадет в
левый верхний угол на место элемента a11. Строка с номером i и
столбец с номером k окажутся на первом месте, а порядок осталь-
ных строк и столбцов не изменится. Полученный выше результат
показывает, что после упомянутых перестановок коэффициент при
aik будет равен Δik. Но нам пришлось применить (i − 1) + (k − 1)
перестановок строк и столбцов попарно, и каждая такая переста-
новка добавляет множитель (−1) к определителю, т. е., в общем,
мы добавили множитель (−1)(i−1)+(k−1) = (−1)i+k, и, следователь-
но, окончательное выражение для коэффициента Bik будет

Bik =
Δik

(−1)i+k
= (−1)i+kΔik = Aik,

что и требовалось доказать. Таким образом мы доказали формулы
(18) и (19). Если мы в определителе Δ заменим элементы i-й стро-
ки последовательно некоторыми числами c1, c2, . . . , cn, не меняя
остальных строк, то в формуле (18) множители Ais не изменятся,
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и величина нового определителя будет:

Δ′ = Ai1c1 +Ai2c2 + . . .+Aincn. (20)

В частности, если мы возьмем числа c1, c2, . . . , cn равными элемен-
там aj1, aj2, . . . , ajn другой строки с номером j, отличным от i, то
определитель Δ′ будет иметь две одинаковые строки i-ю и j-ю, и
его величина будет равна нулю: Δ′ = 0, т. е.

Ai1aj1 +Ai2aj2 + . . .+Ainajn = 0 (i �= j). (211)

Точно так же для столбцов:

A1ka1l +A2ka2l + . . .+Ankanl = 0 (k �= l). (212)

Формулы (19) и (211, 211,2) приводят нас к следующему важному
в дальнейшем свойству определителя.

Если элементы некоторой строки (столбца) умножить на их
алгебраические дополнения и эти произведения сложить, то по-
лучится величина определителя. Если же элементы некоторой
строки (столбца) умножить на алгебраические дополнения соот-
ветствующих элементов другой строки (столбца) и эти произ-
ведения сложить, то сумма будет равна нулю.
VI. Прибавим к элементам первой строки определителя Δ

элементы второй строки, умноженные на некоторый множитель
p. Элементы первой строки станут равными a1s + pa2s (s =
1, 2, . . . , n), и в силу свойства IV новый определитель будет сум-
мой двух определителей: прежнего определителя и второго опреде-
лителя, у которого первая строка состоит из элементов pa2s (s =
1, 2, . . . , n), а остальные строки одинаковы с Δ. Вынося из первой
строки p, получим одинаковые первую и вторую строки, и, следо-
вательно, величина этого второго определителя равна нулю, т. е.
вообще величина определителя не изменится, если к элементам
некоторой строки (столбца) добавить соответствующие элемен-
ты другой строки (столбца), предварительно умножив эти по-
следние на один и тот же множитель.
Укажем некоторые обозначения, которыми мы будем пользо-

ваться в дальнейшем. Пусть, как и выше, имеется квадратная таб-
лица чисел (6) и пусть l— целое положительное число, не большее,
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чем n. Введем следующее обозначение определителя порядка l, со-
ставленного из строк таблицы (6) с номерами p1, p2, . . . , pl и столб-
цов с номерами q1, q2, . . . , ql:

A

(
p1 p2 . . . pl
q1 q2 . . . ql

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ap1q1 ap1q2 . . . ap1ql

ap2q1 ap2q2 . . . ap2ql

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
aplq1 aplq2 . . . aplql

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (22)

При этом обычно определителем первого порядка, соответству-
ющим какому-либо числу a, называют само это число, т. е. A(pq) =
apq. Последовательности целых положительных чисел p1, p2, . . . , pl
и q1, q2, . . . , ql могут быть расположены и не в порядке возрастания
чисел ps и qs. Если в обеих этих последовательностях числа идут в
возрастающем порядке, то определитель (22) называется минором
порядка l определителя (8). Этот определитель (22) получается из
(8) вычеркиванием (n − l) строк и (n − l) столбцов. Пусть номера
этих вычеркнутых строк и столбцов в возрастающем порядке суть:
r1, r2, . . . , rn−l и s1, s2, . . . , sn−l. Минор

A

(
r1 r2 . . . rn−l
s1 s2 . . . sn−l

)
называется минором, дополнительным к минору (22), а выражение

(−1)p1+p2+...+pl+q1+q2+...+qlA

(
r1 r2 . . . rn−l
s1 s2 . . . sn−l

)
(221)

называется алгебраическим дополнением минора (22). Для отдель-
ного элемента aik это определение алгебраического дополнения сов-
падает с прежним определением (17).
Алгебраическое дополнение (221) обозначим через

A′
(
p1 p2 . . . pl
q1 q2 . . . ql

)
.

Оно вполне определяется заданием определителя (22), т. е. задани-
ем последовательностей номеров его строк p1, p2, . . . , pl и столбцов
q1, q2, . . . , ql.
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Фиксируем номера строк. Величина определителя Δ является, очевидно,
однородным полиномом степени l элементов этих строк, и она выражается,
как можно доказать, формулой (теорема Лапласа):

Δ =
∑

q1<q2<...<ql

A

(
p1 p2 . . . pl
q1 q2 . . . ql

)
A′
(
p1 p2 . . . pl
q1 q2 . . . ql

)
, (23)

где суммирование проводится по всевозможным возрастающим последова-
тельностям чисел q1, q2, . . . , ql, взятых из последовательности 1, 2, . . . ,
n. Число слагаемых в сумме (23) равно числу сочетаний из n элементов
по l:

Cln =
n(n− 1) . . . (n− l + 1)

l!
,

поскольку порядок чисел qs не играет роли, ибо они берутся при составлении
суммы (23) только в возрастающем порядке. При l = 1 мы имеем A(p1q1 ) = ap1q1 ,
и формула (23) переходит в формулу (18) при i = p1. Легко построить формулу,
аналогичную (23) и соответствующую разложению Δ по элементам каких-либо
выбранных столбцов. Мы не будем в дальнейшем пользоваться формулой (23)
и не приводим ее доказательства.

4. Вычисление определителя. Вычисление определителя
второго порядка очень просто. Согласно формуле (11) достаточно
написать таблицу ∥∥∥∥∥∥∥∥

a11

��
��

��
��

a12

�
�

�
�

a21 a22

∥∥∥∥∥∥∥∥
и взять произведение элементов, стоящих на диагонали, отмечен-
ной сплошной чертой, с собственным знаком, и отмеченной пунк-
тиром— с обратным знаком.
Перейдем к определителю третьего порядка. В раскрытом виде

он записан нами в формуле (3). Нетрудно проверить, что его можно
образовать следующим путем: выписываем таблицу, дающую опре-
делитель, и подписываем под ней еще раз первую и вторую строки.
Будем иметь таблицу, содержащую шесть диагоналей, по три эле-
мента в каждой.
Берем произведение элементов, стоящих на диагоналях, отме-

ченных сплошной чертой, без изменения и на диагоналях, отмечен-
ных пунктиром, — со знаком минус. Сумма этих шести произведе-
ний и дает определитель (правило Сарруса).
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∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
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a12 a13
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a23
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�
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�

a31
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a33
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a13

a21 a22 a23

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Правило это не обобщается на определители более высокого порядка, и там

приходится поступать иначе для сокращения вычислений. Полезно, например,
пользоваться указанным в предыдущем номере свойством VI определителя.
Выясним это на примере. Возьмем определитель четвертого порядка

Δ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 5 1 0
2 1 4 5
1 7 4 2

−3 5 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Умножаем третью строчку на (−2) и складываем со второй; кроме того, умно-
жаем эту же строчку на 3 и складываем с четвертой и вычитаем из первой.
Таким образом, в силу упомянутого свойства придем к определителю, равно-
му вышенаписанному, причем этот определитель будет иметь в первом столбце
три нуля:

Δ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −16 −11 −6
0 −13 −4 1
1 7 4 2
0 26 13 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Отсюда, разлагая по элементам первого столбца, согласно формуле (19),

получим:

Δ =

∣∣∣∣∣∣
−16 −11 −6
−13 −4 1

26 13 7

∣∣∣∣∣∣ .
Умножаем третий столбец на 4 и складываем со вторым и затем умножаем его
на 13 и складываем с первым. Получаем таким образом:

Δ =

∣∣∣∣∣∣
−94 −35 −6

0 0 1
117 41 7

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣−94 −35
117 41

∣∣∣∣ = 94 · 41 − 35 · 117 = −241.
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5. Примеры. I. Пусть требуется вычислить объем параллеле-
пипеда, три ребра которого, выходящих из одной вершины, суть
векторыА,B иC. Как известно [II, 117], искомый объем выражает-
ся скалярным произведением вектораА на векторное произведение
(B × C):

V = A(B × C). (24)
При этом объем получается со знаком плюс, если векторы А,

B, C дают ту же ориентировку, что координатные оси, и со знаком
минус, если упомянутые ориентировки различны. Составляющие
векторного произведения равны

ByCz −BzCy , BzCx −BxCz , BxCy −ByCx,

и таким образом скалярное произведение, входящее в формулу (24),
будет:

Ax(ByCz −BzCy) +Ay(BzCx −BxCz) +Az(BxCy −ByCx).

Нетрудно видеть, что эта последняя сумма представляет собою
определитель третьего порядка, т. е.

V =

∣∣∣∣∣∣
Ax Bx Cx
Ay By Cy
Az Bz Cz

∣∣∣∣∣∣ . (25)

Равенство нулю этого определителя будет нам показывать, что объ-
ем равен нулю, иначе говоря, что наши три вектора компланарны,
т. е. находятся в одной плоскости. Если мы в определителе пере-
ставим две строки (столбца), например первую и вторую, то этим
самым порядок векторов А, B, C заменится другим порядком B,
A, C, и если векторы в прежней последовательности давали ту же
ориентировку, что координатные оси, то теперь они будут давать
уже иную ориентировку, и наоборот. В соответствии с этим вели-
чина определителя изменит знак.
Если аналогичным образом в плоскости XY рассмотрим два

вектора с составляющими (Ax, Ay) и (Bx, By), то площадь парал-
лелограмма, построенного на этих двух векторах, будет равна опре-
делителю второго порядка:

P =
∣∣∣∣Ax Bx
Ay By

∣∣∣∣ .
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