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Введение

Теорема Римана утверждает, что связная односвязная область на
комплексной плоскости D ⊂ C, D 6= C, переводится биголоморфным
(конформным) преобразованием fD : D→ ˜ во внутренность единич-
ного круга ˜ = {z ∈ C | |z|< 1}.

Это одна из важнейших теорем математики. Более того, проблема вы-
числения отображения fD возникает при решении задач гидромехани-
ки, аэромеханики, теории потенциала, теории фильтрации и др. К этим
задачам сводятся, в свою очередь, различные прикладные проблемы от
проектирования самолетов до поиска и добычи полезных ископаемых,
в частности нефти и газа (см. [1], [2] и цитированную там литературу).

Стандартное доказательство существования нужного конформного
отображения для произвольной области использует базисные теоремы
теории функций комплексного переменного. Эта теорема существова-
ния не дает, однако, никаких подходов к вычислению этой функции. До
недавнего времени формульные решения существовали лишь для весь-
ма специальных областей, редко встречающихся в приложениях [2]. Для
конкретных расчетов использовались численные методы со всеми свой-
ственными такому подходу недостатками.

Прогресс пришел с совершенно неожиданной стороны, когда в рабо-
тах [8]|[12] была открыта связь между теоремой Римана и фундамен-
тальными разделами современной теоретической физики: интегрируе-
мыми системами, матричными моделями и теорией струн [6], [15], [16].
Оказалось, что на множестве всех областей D с гладкой границей су-
ществует универсальная функция F , в терминах которой выражается
функция fD : D→ ˜. Теория интегрируемых систем позволила найти
([7], [13], [14]) функцию F в виде ряда Тейлора от естественных пара-
метров, характеризующих область D. Это позволяет эффективизиро-
вать формулы для вычисления конформных отображений произвольной
области с гладкой границей.

Всем этим вопросам и посвящена настоящая книга. Для ее изуче-
ния достаточно стандартных знаний по математическому анализу в
объеме 1|2 курса (см., например, [4]). Книга включает в себя ввод-
ный курс комплексного анализа, естественным завершением которого
является классическая теорема существования Римана. Иллюстрируя
значение этой теоремы, мы объясняем ее связь с теорией римановых
поверхностей и аналитическими функциями. Эта часть книги в основ-
ном совпадает с курсом [3], который наряду с записью лекций первого
автора содержит задачи и упражнения, составленные Ю.МБурманом
и С.А.Локтевым.
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Далее мы переходим к теории гармонических функций. Эта тео-
рия тесно связана с комплексным анализом и активно используется в
прикладных задачах. Центральным результатом тут является решение
задачи Дирихле с помощью функции Грина.

Далее, используя функцию Грина, мы, следуя [8]|[12], [14], доказы-
ваем теорему о существовании универсальной функции F . В заключи-
тельном параграфе приводится алгоритм вычисления коэффициентов
ряда Тейлора для функции F . Доказательство этого алгоритма требу-
ет довольно громоздких комбинаторных вычислений и не приводится
в книге. Желающие могут познакомиться с доказательством в рабо-
тах [13] или [14].

§ 1. Голоморфные функции
1.1. Комплексная производная. Далее под областью мы понимаем

открытое связное подмножество комплексной плоскости. Соответствие
(x; y)↔ z = x + iy между вещественной плоскостью R2 и комплексной
плоскостью C позволяет рассматривать комплекснозначную функцию
комплексного переменного как:

• отображение области комплексной плоскости D ⊂ C в комплекс-
ную плоскость C (обозначение w = f(z));

• отображение области вещественной плоскости D ⊂ R2 в комплекс-
ную плоскость C (обозначение w = f(x; y));

• отображение области вещественной плоскости D ⊂ R2 в веще-
ственную плоскость R2 (обозначение (u; v) = f(x; y), u = u(x; y), v =
= v(x; y)).

Далее мы будем часто переходить от одной интерпретации к другой.
Определение 1.1. Пусть f|отображение области комплексной плос-

кости D ⊂ C в комплексную плоскость C и z0 ∈ D. Если предел

f ′(z0) = lim
´z→0

f(z0 +´z)− f(z0)

´z
существует и конечен, то говорят, что

f ′(z0) есть комплексная производная функции f в точке z0.
Рассмотрим теперь f как отображение области вещественной плос-

кости в вещественную плоскость. Тогда частная производная функции
f по любому направлению будет также совпадать с f ′(z0) = f ′(x0; y0).
Таким образом,

f ′(z0) =
@f

@x
(z0) =

= lim
´x→0

(u(x0 +´x; y0) + iv(x0 +´x; y0))− (u(x0; y0) + iv(x0; y0))

´x
=

=
@u

@x
(z0) + i

@v

@x
(z0);
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f ′(z0) =
@f

@y
(z0) =

= lim
´y→0

(u(x0; y0 +´y) + iv(x0; y0 +´y))− (u(x0; y0) + iv(x0; y0))

i´y
=

=−i@u
@y
(z0) +

@v

@y
(z0):

Из равенства этих выражений вытекает
Лемма 1.1. Если функция f имеет комплексную производную в точ-

ке z0, то в этой точке выполнены

условия Коши|Римана

(Cauchy|Riemann):
@u

@x
(z0) =

@v

@y
(z0);

@v

@x
(z0) =−

@u

@y
(z0).

Введем теперь важные обозначения:

@

@z
≡ 1

2

(
@

@x
− i

@

@y

)
;

@

@—z
≡ 1

2

(
@

@x
+ i

@

@y

)
:

Другими словами,

@f

@z
=
@(u+ iv)

@z
=
@u

@z
+ i

@v

@z
=

1

2

(
@u

@x
− i

@u

@y

)
+ i

1

2

(
@v

@x
− i

@v

@y

)
=

=
1

2

(
@u

@x
+ i

@v

@x

)
+

1

2

(
−i@u

@y
+
@v

@y

)
;

@f

@—z
=
@(u+ iv)

@—z
=
@u

@—z
+ i

@v

@—z
=

1

2

(
@u

@x
+ i

@u

@y

)
+ i

1

2

(
@v

@x
+ i

@v

@y

)
=

=
1

2

(
@u

@x
− @v

@y

)
+ i

1

2

(
@u

@y
+
@v

@x

)
:

Таким образом, доказана
Лемма 1.2. Если функция f имеет комплексную производную в точ-

ке z0, то

@f

@—z
(z0) = 0 и f ′(z0) =

@f

@z
(z0):

1.2. Дифференциал комплексной функции.

Лемма 1.3. Если функция C ⊃ D
f−→ C имеет комплексную произ-

водную в точке z0 = x0 + iy0, то соответствующее отображение

R2 ⊃D
f−→ R2 дифференцируемо в точке (x0; y0) как отображение обла-

сти вещественной плоскости в R2.
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Доказательство. Положим

�(´z) =
f(z0 +´z)− f(z0)

´z
− f ′(z0):

Тогда

f(z0 +´z)− f(z0) = f ′(z0)´z + �(´z)´z =

=
(
@u

@x
+ i

@v

@x

)
(´x+ i´y) + �(´z)´z =

=
(
@u

@x
´x− @v

@x
´y

)
+ i

(
@v

@x
´x+

@u

@x
´y

)
+ �(´z)´z:

Следовательно,

(u(x0 +´x; y0 +´y); v(x0 +´x; y0 +´y))− (u(x0; y0); v(x0; y0)) =

=
(
´x ´y

)  @u

@x

@v

@x

−@v
@x

@u

@x

+ o(|´z|):

Теорема 1.1. Функция C⊃D
f−→ C имеет комплексную производную

в точке z0 = x0 + iy0, если и только если соответствующее отобра-

жение R2 ⊃D
f−→ R2 дифференцируемо и удовлетворяет условиям Ко-

ши|Римана.

Доказательство. Пусть отображение R2 ⊃D
f−→ R2 дифференциру-

емо в точке (x0; y0). Тогда

(u(x0 +´x; y0 +´y); v(x0 +´x; y0 +´y))− (u(x0; y0); v(x0; y0)) =

=
(
´x ´y

) @u

@x

@v

@x

@u

@y

@v

@y

+ o(|´z|);

где ´z =´x+ i´y.

Поэтому для R2 ⊃D
f−→ C имеем

f(z0 +´z)− f(z0) =
(
@u

@x
´x+

@u

@y
´y

)
+ i

(
@v

@x
´x+

@v

@y
´y

)
+ o(|´z|) =

=
1

2

[(
@

@x
− i

@

@y

)
(u+ iv)

]
(´x+ i´y) +

+
1

2

[(
@

@x
+ i

@

@y

)
(u+ iv)

]
(´x− i´y) + o(|´z|) =

=
@f

@z
´z +

@f

@—z
´—z + o(|´z|):
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