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Îá àâòîðå

Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷ Âàñèëüåâ (1.09.1940�10.10.2006) � ïðîôåññîð
ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî (Ëåíèíãðàäñêîãî) ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà � ïðèíàäëåæàë ê ïîêîëåíèþ ïðåïîäàâàòåëåé
óíèâåðñèòåòà, êîòîðîå ñôîðìèðîâàëîñü, êîãäà âî âñåì ìèðå óäåëÿëîñü
áîëüøîå âíèìàíèå ðàçâèòèþ òî÷íûõ íàóê, è íå óòðàòèëî õàðàêòåðíûé
äëÿ òåõ ëåò èññëåäîâàòåëüñêèé è ïåäàãîãè÷åñêèé ýíòóçèàçì.

À. Í. Âàñèëüåâ ðîäèëñÿ â 1940 ã. â Ïñêîâå. Òàì æå îí îêîí÷èë ñ çîëîòîé
ìåäàëüþ ñðåäíþþ øêîëó. Ïîñëå ýòîãî ïîñòóïèë íà ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò
ËÃÓ, ñ êîòîðûì ñ òåõ ïîð îêàçàëàñü ñâÿçàíà âñÿ åãî äàëüíåéøàÿ æèçíü.

Äî êîíöà ñâîèõ äíåé Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷ óäåëÿë ìíîãî âðåìåíè
íåïîñðåäñòâåííîìó îáùåíèþ ñî ñòóäåíòàìè, òàê æå êàê ýòî áûëî è â 1960-å
ãîäû, êîãäà îí, ìîëîäîé ñîòðóäíèê êàôåäðû òåîðèè ïîëÿ, òîëüêî íà÷è-
íàë ñâîþ ïðåïîäàâàòåëüñêóþ äåÿòåëüíîñòü. Îí ÷èòàë âàæíåéøèå êóðñû
ëåêöèé ïî òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå � òå êóðñû, íà êîòîðûõ ó áóäóùèõ èñ-
ñëåäîâàòåëåé ôîðìèðóþòñÿ îñíîâû ôèçè÷åñêîé êàðòèíû ìèðà, � è äåëàë
ýòî ñ áîëüøèì ïåäàãîãè÷åñêèì ìàñòåðñòâîì. Íà åãî ëåêöèÿõ, äàæå êîãäà
îíè ïðîõîäèëè â ñàìûõ áîëüøèõ àóäèòîðèÿõ, ÷àñòî áûëî íåïðîñòî íàé-
òè ñâîáîäíîå ìåñòî � îí ïîëüçîâàëñÿ îãðîìíûì àâòîðèòåòîì ó ñòóäåíòîâ.
Íà ìíîãîêðàòíî ïðîâîäèâøèõñÿ îïðîñàõ îíè íàçûâàëè åãî îäíèì èç ëó÷-
øèõ ïðåïîäàâàòåëåé ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, à Ó÷åíûé ñîâåò ÑÏáÃÓ
íàãðàäèë åãî ïî÷åòíîé ïðåìèåé �Çà ïåäàãîãè÷åñêîå ìàñòåðñòâî�. Ëåêöèè
Àëåêñàíäðà Íèêîëàåâè÷à âñåãäà îòëè÷àëèñü ïðîñòîòîé è ÿñíîñòüþ èç-
ëîæåíèÿ ñàìûõ ñëîæíûõ êîíöåïöèé. Â ýòîì ïðîÿâëÿëñÿ îñîáûé ñòèëü
åãî ìûøëåíèÿ, êîòîðûé ñïîñîáñòâîâàë ôîðìèðîâàíèþ ñòîëü íåîáõîäèìî-
ãî äëÿ ôèçèêà-èññëåäîâàòåëÿ íàâûêà âèäåòü ïðîñòóþ ñóòü â ñëîæíîì ÿâ-
ëåíèè. Ãîäû ðàáîòû À. Í. Âàñèëüåâà â óíèâåðñèòåòå õàðàêòåðèçîâàëèñü
íåáûâàëûìè òåìïàìè ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, òðåáîâàëîñü ïîñòî-
ÿííîå ñîâåðøåíñòâîâàíèå êóðñîâ ëåêöèé, ÷òîáû â äîñòóïíîé äëÿ ñòóäåíòîâ
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ôîðìå ðàññêàçàòü î íîâåéøèõ äîñòèæåíèÿõ â äàííîé îáëàñòè. Àëåêñàíäð
Íèêîëàåâè÷ âñåãäà óñïåøíî ñïðàâëÿëñÿ ñ ýòîé âåñüìà íåïðîñòîé çàäà÷åé.

Êàê ìèíèìóì ïîëîâèíà èç âûïóñêíèêîâ ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà çà
ïîñëåäíèå 40 ëåò îáùàëèñü ñ À. Í. Âàñèëüåâûì êàê ñ ïðåïîäàâàòåëåì,
ñëóøàëè åãî ëåêöèè, ñäàâàëè åìó ýêçàìåíû èëè çà÷åòû. Äëÿ ìíîãèõ èç íèõ
ýòî äàëî âîçìîæíîñòü íå òîëüêî ïðèîáðåñòè ãëóáîêèå ïðîôåññèîíàëüíûå
çíàíèÿ, íî è ïðèîáùèòüñÿ ê ëó÷øèì òðàäèöèÿì Ëåíèíãðàäñêîãî �Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Çàìå÷àòåëüíûé ïåäàãîã, Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷, îáëàäàë óíèêàëüíûì
òàëàíòîì ó÷åíîãî. Åãî íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ áûëè òàêèì æå âàæíûì äå-
ëîì â åãî æèçíè, êàê è ïðåïîäàâàíèå, è îíè áûëè íåðàçðûâíî ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé. Íàó÷íûå èíòåðåñû Àëåêñàíäðà Íèêîëàåâè÷à áûëè íåîáû-
÷àéíî øèðîêè è ðàçíîîáðàçíû. Óæå â ñàìîì íà÷àëå íàó÷íîé êàðüåðû îí
äîáèëñÿ óñïåõà â ñëîæíîé îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè� êîíñòðóêòèâ-
íîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ïîëó÷åííûå èì ðåçóëüòàòû áûëè îòìå÷åíû
â 1972 ã. ïðåìèåé Ëåíèíñêîãî êîìñîìîëà. Â òî âðåìÿ ýòî áûëà ñàìàÿ ïðå-
ñòèæíàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïðåìèÿ äëÿ ìîëîäûõ èññëåäîâàòåëåé, êîòîðàÿ
ïðèñóæäàëàñü çà íàèáîëåå âàæíûå íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ.

À. Í. Âàñèëüåâ ïîëüçîâàëñÿ çàñëóæåííûì ìåæäóíàðîäíûì ïðèçíàíè-
åì êàê ñïåöèàëèñò ïî êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ïîëÿ, êîãäà îí ðåøèë íå
îãðàíè÷èâàòüñÿ ýòîé ïðîáëåìàòèêîé è ðàñøèðèòü îáëàñòü ñâîèõ èññëå-
äîâàíèé. Âìåñòå ñî ñâîèìè ó÷åíèêàìè îí çàíÿëñÿ ðàçðàáîòêîé ôóíêöè-
îíàëüíûõ ìåòîäîâ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Òàê
âîçíèêëà �Øêîëà Âàñèëüåâà�, â êîòîðîé ôîðìèðîâàëèñü âûñîêîêâàëèôè-
öèðîâàííûå íàó÷íûå ðàáîòíèêè è ïðåïîäàâàòåëè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñðå-
äè ó÷åíèêîâ Àëåêñàíäðà Íèêîëàåâè÷à 9 äîêòîðîâ è ñâûøå 20 êàíäèäàòîâ
íàóê, êîòîðûå óñïåøíî ðàçâèâàþò èäåè ñâîåãî ó÷èòåëÿ. Ìíîãèå èç íèõ
óæå ñîçäàëè ñîáñòâåííûå íàó÷íûå íàïðàâëåíèÿ è èìåþò ñâîèõ ó÷åíèêîâ.
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå À. Í. Âàñèëüåâûì è åãî ó÷åíèêàìè, äàëè âîç-
ìîæíîñòü âûÿâèòü ãëóáîêîå âíóòðåííåå åäèíñòâî êëàññè÷åñêèõ è êâàíòî-
âûõ ñëîæíûõ ñèñòåì ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Îíè ïîçâîëÿþò,
â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíÿòü îáùèé ìàòåìàòè÷åñêèé ôîðìàëèçì äëÿ òåîðåòè-
÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, èìåþùèõ ñîâåðøåííî ðàçíóþ
ïðèðîäó.

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ó Àëåêñàíäðà Íèêîëàåâè÷à â ïîñëåäíèå ãîäû
ïðîÿâëÿëñÿ ê òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Ýòî îäíà èç ñàìûõ ìîëîäûõ
è áóðíî ðàçâèâàþùèõñÿ îáëàñòåé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, â ñòàíîâëåíèå
êîòîðîé îí, åãî ó÷åíèêè è êîëëåãè âíåñëè âåñüìà ñóùåñòâåííûé âêëàä.
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Â 1990-å ãîäû À. Í. Âàñèëüåâ íåîäíîêðàòíî ñòàíîâèëñÿ ëàóðåàòîì ãðàí-
òîâ Ñîðîñà è îïóáëèêîâàë íåñêîëüêî íàó÷íî-ïîïóëÿðíûõ ñòàòåé â �Ñîðî-
ñîâñêîì îáðàçîâàòåëüíîì æóðíàëå�.

Áîãàòûé íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèé îïûò, íàêîïëåííûé À. Í. Âàñèëüåâûì
çà ìíîãèå ãîäû, íàøåë ñâîå îòðàæåíèå â êíèãàõ: �Ôóíêöèîíàëüíûå ìåòî-
äû â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è ñòàòèñòèêå� (èçäàòåëüñòâî Ëåíèíãðàäñêîãî
óíèâåðñèòåòà, 1976; ïåðåâîä íà àíãëèéñêèé ÿçûê: Vasil'ev A. N. Functional
methods in quantum �eld theory and statistics. London: Gordon & Breach,
1998), �Êâàíòîâîïîëåâàÿ ðåíîðìãðóïïà â òåîðèè êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ è
ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêå� (èçäàòåëüñòâî Ïåòåðáóðãñêîãî èíñòèòóòà ÿäåð-
íîé ôèçèêè, 1998; ïåðåâîä íà àíãëèéñêèé ÿçûê: Vasil'ev A. N. The �eld
theoretic renormalization group in critical behavior theory and stochastic
dynamics. Boca Raton: Chapman & Hall/CRC, 2004).
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Äàííàÿ êíèãà ïðîôåññîðà À. Í. Âàñèëüåâà ïîñâÿùåíà ðàçäåëó ôèçèêè,
äàâíî óæå ñòàâøåìó êëàññè÷åñêèì, � ýëåêòðîäèíàìèêå. Íàðÿäó ñ êëàññè-
÷åñêîé è êâàíòîâîé ìåõàíèêîé ýëåêòðîäèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé
÷àñòüþ îáðàçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ ôèçèêîâ è èíæåíåðîâ, à åå ãëóáîêîå ïî-
íèìàíèå íåîáõîäèìî äëÿ óñïåøíîãî óñâîåíèÿ áîëåå ñïåöèàëüíûõ äèñöè-
ïëèí, òàêèõ êàê ôèçèêà ïëàçìû, ðàäèîôèçèêà, ìàãíèòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà,
ôèçèêà è òåõíèêà óñêîðèòåëåé, êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ è ìíîãèõ äðóãèõ.
Ïî ýòîìó ïðåäìåòó îïóáëèêîâàí öåëûé ðÿä ó÷åáíèêîâ (íàèáîëåå èçâåñò-
íûå èç íèõ� �Êëàññè÷åñêàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà� Äæ. Äæåêñîíà è �Òåîðèÿ
ïîëÿ� Ë. Ä. Ëàíäàó è Å. Ì. Ëèôøèöà), íî êíèãà À. Í. Âàñèëüåâà îáëàäàåò
ðÿäîì îñîáåííîñòåé, äåëàþùèõ åå óíèêàëüíîé, è îíà íåñîìíåííî çàéìåò
ñâîå îñîáîå ìåñòî ñðåäè äðóãèõ ìîíîãðàôèé.

Ïî ñóùåñòâó, äàííàÿ êíèãà � ïîëíûé è ïîäðîáíûé êîíñïåêò ëåêöèé,
÷èòàâøèõñÿ àâòîðîì íà ïðîòÿæåíèè òðåõ äåñÿòèëåòèé äëÿ ñòóäåíòîâ òðå-
òüåãî êóðñà ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ËÃÓ (ÑÏáÃÓ) â êà÷åñòâå ÷àñòè êóð-
ñà òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Ýòî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿåò îáúåì,
ñòðóêòóðó è ñòèëü èçëîæåíèÿ, à òàêæå óðîâåíü òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿ-
åìûõ ê ÷èòàòåëþ. Êíèãà ðàññ÷èòàíà íà òåõ, êòî èìååò ïðåäâàðèòåëüíûå
çíàíèÿ â îáëàñòè ýëåêòðè÷åñòâà è ìàãíåòèçìà, à òàêæå ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî àíàëèçà (â ïðåäåëàõ ïåðâûõ äâóõ êóðñîâ ôèçè÷åñêîãî èëè èíæåíåðíî-
òåõíè÷åñêîãî âóçà), íî õîòåë áû ïîëó÷èòü áîëåå ïîëíîå è ñèñòåìàòè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå êàê î òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâàõ, òàê è î ìàòåìàòè÷åñêèõ ìå-
òîäàõ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè.

Îñîáåííîñòüþ êíèãè ÿâëÿåòñÿ ïðèíÿòûé â íåé àêñèîìàòè÷åñêèé ïîä-
õîä: ñíà÷àëà ïîñòóëèðóþòñÿ îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè (óðàâ-
íåíèÿ Ìàêñâåëëà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå), à çàòåì îñíîâíûå ðåçóëü-
òàòû âûâîäÿòñÿ èç íèõ êàê ñëåäñòâèÿ (ïðè ìèíèìàëüíûõ äîïîëíèòåëüíûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ, êîòîðûå âñåãäà ÷åòêî ôîðìóëèðóþòñÿ). Òàêîå ïðåäñòàâ-
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ëåíèå ìàòåðèàëà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïîñëåäîâàòåëüíûì è ýêîíîìè÷íûì,
òàê êàê îíî ïîçâîëÿåò áûñòðî ïîäâåñòè ÷èòàòåëÿ ê ïîñòàíîâêå áîëåå ñëîæ-
íûõ ïðîáëåì, âûõîäÿùèõ óæå çà ðàìêè êðàòêîãî êóðñà, è äàòü ìåòîäû èõ
ðåøåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ, àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä ñ ñàìîãî íà÷àëà ïîä-
÷åðêèâàåò åäèíóþ ïðèðîäó ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ÿâëåíèé, êîòîðûå
â êóðñàõ îáùåé ôèçèêè, êàê ïðàâèëî, èçó÷àþòñÿ ðàçäåëüíî. Òàê êàê êíè-
ãà çàäóìàíà êàê ÷àñòü êóðñà òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, îñíîâíîå âíèìàíèå
â íåé óäåëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì ïðîáëåìàì ýëåêòðîäèíàìèêè, õîòÿ òåêñò
ñîäåðæèò òàêæå ðÿä âàæíûõ ïðèëîæåíèé îáùåé òåîðèè.

Êíèãó ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå îñíîâíûå ÷àñòè.

Â ïåðâîé, ââîäíîé, ÷àñòè ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ýëåê-
òðîäèíàìèêè, îáñóæäàåòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó èõ äèôôåðåíöèàëüíîé è
èíòåãðàëüíîé ôîðìàìè, ñòðîÿòñÿ ïîòåíöèàëû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,
èçó÷àþòñÿ êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì äîïîë-
íèòåëüíûå óñëîâèÿ, âûâîäÿòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ñëåäñòâèÿ òèïà çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà.

Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà ðåëÿòèâèñòñêè-êîâàðèàíòíîé ôîðìóëèðîâêå
ýëåêòðîäèíàìèêè íà ÿçûêå ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Îñíîâíàÿ èäåÿ àâòî-
ðà çäåñü � ïîêàçàòü, êàê ïðîñòî è åñòåñòâåííî ïðåäñòàâëÿþòñÿ îñíîâíûå
ñîîòíîøåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè â ðåëÿòèâèñòñêîé ôîðìå. Ýòî âàæíî êàê
äëÿ ôèçèêîâ-ýêñïåðèìåíòàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ èçó÷åíèå ýëåêòðîäèíàìè-
êè äàåò óíèêàëüíóþ âîçìîæíîñòü ïîçíàêîìèòüñÿ ñ îáùèìè ïðèíöèïàìè
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è åå êîíêðåòíûìè ïðèëîæåíèÿìè, òàê è äëÿ òåî-
ðåòèêîâ, äëÿ êîòîðûõ ýëåêòðîäèíàìèêà ìîæåò ñëóæèòü ïðîîáðàçîì ñî-
âðåìåííûõ êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé ïîëÿ, îïèñûâàþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûå
âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

Òðåòüÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà â îñíîâíîì ýëåêòðî- è ìàãíèòîñòàòèêå. Ðåøå-
íèå ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ïðèâåäåíî â ÿâíîì âèäå. Ïðè ýòîì ââîäÿòñÿ
âàæíûå ïîíÿòèÿ (íàïðèìåð, ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå è ìóëüòèïîëüíûå
ìîìåíòû), êîòîðûå âïîñëåäñòâèè ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ïðè îáñóæ-
äåíèè çàäà÷ äèíàìèêè.

×åòâåðòàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà ñîáñòâåííî äèíàìèêå. Îíà âêëþ÷àåò îá-
ñóæäåíèå òàêèõ ïðîáëåì, êàê îáùåå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, èçëó-
÷åíèå ïðîèçâîëüíî äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ, èçëó÷åíèå ëîêàëèçîâàííûõ èñ-
òî÷íèêîâ (îáùèå âûðàæåíèÿ, äèïîëüíîå è êâàäðóïîëüíîå ïðèáëèæåíèÿ,
òåîðèÿ àíòåíí). Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò êðàòêîå, íî ÿñíîå è èí-
ôîðìàòèâíîå ââåäåíèå â òåîðèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí
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â âîëíîâîäàõ. Ôèçèê-ýêñïåðèìåíòàòîð è èíæåíåð íàéäóò çäåñü äëÿ ñåáÿ
ìíîãî èíòåðåñíûõ ïðèëîæåíèé îáùåé òåîðèè.

Âàæíîé ÷åðòîé êíèãè ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîñòü èçëîæåíèÿ: íåîáõîäèìûå
ñâåäåíèÿ èç ìàòåìàòèêè è äðóãèõ ðàçäåëîâ ôèçèêè êðàòêî èçëàãàþòñÿ â
íóæíûõ ìåñòàõ. Ýòî, íàïðèìåð, ýëåìåíòû âåêòîðíîãî àíàëèçà, àïïàðàò
òåíçîðîâ íà ãðóïïå âðàùåíèé, îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà äåëüòà-ôóíêöèè
Äèðàêà, ýëåìåíòû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè (ãàìèëüòîíèàí, ëàãðàíæèàí è
ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ).

Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷ Âàñèëüåâ � âûäàþùèéñÿ ôèçèê-òåîðåòèê è
óíèêàëüíûé ïåäàãîã, íåîäíîêðàòíî ïðèçíàâàâøèéñÿ ñòóäåíòàìè ëó÷øèì
ëåêòîðîì ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ËÃÓ (ÑÏáÃÓ), ðàáîòàë íàä äàííîé
êíèãîé ìíîãî ëåò è çàêîí÷èë åå íåçàäîëãî äî ñâîåé ñêîðîïîñòèæíîé
êîí÷èíû â îêòÿáðå 2006 ã. Ïîýòîìó êíèãà, ñîõðàíÿþùàÿ íåïîâòîðèìûé
àâòîðñêèé ñòèëü, ñâîéñòâåííûé åãî ëåêöèÿì, â òî æå âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò
ïðåäìåò â íàèáîëåå ïîëíîì è çàâåðøåííîì âèäå.

Ïóáëèêàöèÿ êíèãè ïîçâîëèò îçíàêîìèòüñÿ ñ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäè-
íàìèêîé â ïðåêðàñíîì èçëîæåíèè àâòîðà ìàêñèìàëüíî øèðîêîìó êðóãó
÷èòàòåëåé � íå òîëüêî ñòóäåíòàì è àñïèðàíòàì, íî è ïðîôåññèîíàëüíî ðà-
áîòàþùèì ôèçèêàì è èíæåíåðàì.

Äèðåêòîð îòäåëåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè

Ïåòåðáóðãñêîãî èíñòèòóòà ÿäåðíîé ôèçèêè

÷ëåí-êîððåñïîíäåíò ÐÀÍ Ë. Í. Ëèïàòîâ



Ïðåäèñëîâèå

Ýòîò òåêñò ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè ïðîñòî ïîëíûì êîíñïåêòîì êóðñà ëåêöèé
ïî êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå, ÷èòàåìûõ àâòîðîì íà ôèçè÷åñêîì ôà-
êóëüòåòå Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ëåêöèè
÷èòàþòñÿ äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ òðåòüåãî êóðñà â òå÷åíèå îäíîãî (îñåííåãî)
ñåìåñòðà ïî �äâå ïàðû�, ò. å. ÷åòûðå àêàäåìè÷åñêèõ ÷àñà â íåäåëþ. Ýòèì
îïðåäåëÿåòñÿ îáúåì ìàòåðèàëà è åãî îòáîð: çàäà÷à êóðñà � äàòü îáùåå
ïðåäñòàâëåíèå îá îñíîâíûõ ïðèíöèïàõ òåîðèè íà òàêîì óðîâíå è â òàêîì
îáúåìå, êîòîðûå ìîãëè áû ïîçâîëèòü óñâîèâøåìó ýòîò ìàòåðèàë ÷èòàòåëþ
â äàëüíåéøåì ðàçáèðàòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ñ ðàçëè÷íûìè êîíêðåòíûìè
çàäà÷àìè.

Ïî îáúåìó ïðåäëàãàåìûé ìàòåðèàë ñîîòâåòñòâóåò êóðñó, êîòîðûé äåé-
ñòâèòåëüíî ìîæíî ïðî÷èòàòü (è ÷èòàåòñÿ àâòîðîì) çà îäèí ñåìåñòð, êîíå÷-
íî, ñ íåáîëüøèìè âàðèàöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò ñêîðîñòè ÷òåíèÿ è îò ÷èñëà
òåðÿåìûõ íà ïðàçäíèêè, êîëëîêâèóìû è ò. ï. ëåêöèé. Â íåêîòîðûå ãîäû ÿ
óñïåâàë ïðî÷èòàòü ïîñëåäíèé ðàçäåë �Âîëíîâîäû�, â èíûå� íå óñïåâàë.

Âòîðîé âàæíûé ìîìåíò � êîíòèíãåíò ñëóøàòåëåé. Â ïðåäèñëîâèè
êëàññè÷åñêîé êíèãè Äæåêñîíà [1] ãîâîðèòñÿ, ÷òî ýòî �äâóõñåìåñòðîâûé
êóðñ äëÿ àñïèðàíòîâ�. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, äàííûé êóðñ ëåêöèé ïðåäíàçíà-
÷åí äëÿ áîëåå ìîëîäûõ è ìåíåå ïîäãîòîâëåííûõ ñëóøàòåëåé � ñòóäåíòîâ
òðåòüåãî ãîäà îáó÷åíèÿ ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà (ýòî èõ ïÿòûé ñåìåñòð),
ïðè÷åì äëÿ âñåõ, à íå òîëüêî äëÿ áóäóùèõ àñïèðàíòîâ. Êîíå÷íî, ýòî âëèÿåò
êàê íà îòáîð ìàòåðèàëà, òàê è íà ñòèëü åãî èçëîæåíèÿ.

Â ýòèõ ëåêöèÿõ ïðèíÿò �àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä�: ñíà÷àëà â êà÷åñòâå
ïîñòóëàòîâ ôîðìóëèðóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ
ïîëåé â âàêóóìå, âñå ïðî÷åå âûâîäèòñÿ çàòåì èç íèõ êàê ñëåäñòâèÿ, ÷òî è
îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê èçëîæåíèÿ. Íàïðèìåð, â ðàìêàõ ëîãèêè äàííîãî êóðñà
âûâåñòè ýëåìåíòàðíóþ ôîðìóëó ~F = Q~E äëÿ äåéñòâóþùåé íà çàðÿä Q â
ïîëå ~E ñèëû ~F ìîæíî ëèøü ïîñëå äîâîëüíî áîëüøîé ïðåäâàðèòåëüíîé
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ïîäãîòîâêè, õîòÿ îáû÷íî ýòà ôîðìóëà ïðèâîäèòñÿ ñðàçó æå êàê îïðåäåëå-
íèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ~E. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì âûâîä
íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ñðåäå (äèýëåêòðèêè è ìàãíåòèêè)
ïðèâîäèòñÿ ëèøü â êîíöå êóðñà ïîñëå àíàëèçà ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé
äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïîëåé â âàêóóìå, � òàêîé ïîðÿäîê îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ âíóòðåííåé ëîãèêîé äàííîãî êóðñà.

Ñîçíàòåëüíî îãðàíè÷èâàÿ òåìàòèêó, ÿ ñòðåìèëñÿ ñäåëàòü èçëîæåíèå îñ-
íîâíûõ ïîëîæåíèé ìàêñèìàëüíî ÿñíûì è äîñòóïíûì äëÿ âñåõ æåëàþùèõ,
äîïóñêàÿ ïðè ýòîì, ÷òî íå âñå ñëóøàòåëè õîðîøî ïîìíÿò óæå ïðîéäåííûé
èìè ðàíåå íà äðóãèõ êóðñàõ ìàòåðèàë. Ïîýòîìó â òåêñòå âñåãäà ïðèâî-
äÿòñÿ âñå íóæíûå äëÿ åãî ïîíèìàíèÿ ñïðàâî÷íûå ñâåäåíèÿ, â ÷àñòíîñòè,
îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëû âåêòîðíîãî àíàëèçà. Â òåõ ðàçäåëàõ, â
êîòîðûõ ýëåêòðîäèíàìèêà ñîïðèêàñàåòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêîé èëè ñ
òåðìîäèíàìèêîé, â êà÷åñòâå ââåäåíèÿ ïðèâîäèòñÿ êðàòêàÿ ñâîäêà íóæíûõ
äëÿ äàëüíåéøåãî îñíîâíûõ ïîëîæåíèé ýòèõ ñìåæíûõ äèñöèïëèí. Âñå ýòî
âàæíî è äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ îáîçíà÷åíèé, êîòîðûì ÿ óäåëÿë îñîáîå âíè-
ìàíèå, ñòðåìÿñü ñäåëàòü èõ êàê ìîæíî áîëåå ÿñíûìè è êîìïàêòíûìè.
ß ïðèäåðæèâàþñü òîé òî÷êè çðåíèÿ, ÷òî �óäà÷íûå îáîçíà÷åíèÿ� ïîëîâèíà
äåëà�.

Êóðñ ðàçáèò íà ÷åòûðå ãëàâû (ñì. �Îãëàâëåíèå�). Îòíîñèòåëüíî áîëü-
øàÿ ïî îáúåìó, âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåëÿòèâèñòñêè-êîâàðèàíòíîé ôîð-
ìóëèðîâêå ýëåêòðîäèíàìèêè íà ÿçûêå ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè. Ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ÿçûê òåíçîðîâ íà
ãðóïïå Ëîðåíöà. Ïîñêîëüêó åãî íåëüçÿ ñ÷èòàòü îáùåèçâåñòíûì äëÿ òðåòüå-
êóðñíèêîâ, âñå íóæíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâåäåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ â òåêñòå, ÷òî
ñîñòàâëÿåò äîâîëüíî áîëüøîå �ìàòåìàòè÷åñêîå îòñòóïëåíèå�. Îáùàÿ öåëü
ýòîé ãëàâû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, êàê ïðîñòî è êðàñèâî ôîðìó-
ëèðóþòñÿ îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè íà òàêîì ÿçûêå. Ýòî
îñîáåííî âàæíî äëÿ áóäóùèõ ôèçèêîâ � ýêñïåðèìåíòàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ
êóðñ ýëåêòðîäèíàìèêè ïðåäîñòàâëÿåò óíèêàëüíóþ âîçìîæíîñòü äîñòàòî÷-
íî ïîäðîáíî îçíàêîìèòüñÿ ñ îáùèìè ïðèíöèïàìè òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè
è èõ êîíêðåòíûìè ïðèëîæåíèÿìè.

Â çàêëþ÷åíèå ïîÿñíèì ïîðÿäîê ññûëîê â òåêñòå. Êàæäàÿ èç åãî ÷åòû-
ðåõ ÷àñòåé ñîñòîèò èç íóìåðîâàííûõ ðàçäåëîâ (�ïóíêòîâ�), ññûëêà òèïà
�ï. 2.3� îáîçíà÷àåò ðàçäåë 3 ãëàâû 2, è ò. ï. Íóìåðàöèÿ ôîðìóë ïî âñåìó
òåêñòó ñïëîøíàÿ, ïîýòîìó ïðè ññûëêàõ óêàçûâàåòñÿ òîëüêî íîìåð ôîðìó-
ëû áåç óòî÷íåíèÿ íîìåðîâ ãëàâû è ðàçäåëà. Âñþäó èñïîëüçóåòñÿ ãàóññîâà
ñèñòåìà åäèíèö.



Ãëàâà 1

Îáùåå ââåäåíèå

1.1 Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

Êëàññè÷åñêàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç ðàçäåëîâ òåî-
ðåòè÷åñêîé ôèçèêè, êîòîðûé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëíîñòüþ
çàâåðøåííûì. Ïîýòîìó åå ìîæíî èçëàãàòü àêñèîìàòè÷åñêè, ïîñòóëèðîâàâ
áåç âûâîäà îñíîâíûå óðàâíåíèÿ è âûâîäÿ èç íèõ âñå îñòàëüíîå êàê ñëåä-
ñòâèÿ. Èìåííî òàê è áóäåò ñòðîèòüñÿ èçëîæåíèå â äàííîì êóðñå ëåêöèé.

Ìû ïðèíèìàåì â êà÷åñòâå ïîñòóëàòà ñëåäóþùèå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà (1865 ã.) � ýòî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ, ñâÿçûâàþùèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî E è ìàãíèòíîãî H
ïîëåé ñ �èñòî÷íèêàìè� � îáúåìíûìè ïëîòíîñòÿìè çàðÿäà ρ è òîêà j:

divH = 0, (1)

rotE +
1
c
∂tH = 0, (2)

divE = 4πρ, (3)

rotH − 1
c
∂tE =

4π
c
j. (4)

Ýòî óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âàêóóìå, çàïèñàííûå â
òàê íàçûâàåìîé �ãàóññîâîé ñèñòåìå åäèíèö�, íàèáîëåå óäîáíîé äëÿ çàïè-
ñè îáùèõ ñîîòíîøåíèé, � îíà è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ âñþäó â ýòîì êóð-
ñå. Êîíñòàíòà �c� â óðàâíåíèÿõ� ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå (òðèñòà òûñÿ÷
êèëîìåòðîâ â ñåêóíäó), ∂t ≡ ∂/∂t�÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè t,
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îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàöèé �div� è �rot� íà-
ïîìèíàþòñÿ íèæå. Îáû÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è òàêîâà: èñòî÷íèêè ρ è j
äàíû, íàïðÿæåííîñòè E è H èùóòñÿ.

Î òåðìèíîëîãèè: óðàâíåíèå (3) åñòü äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà çàêî-
íà Êóëîíà, (1) � åãî ìàãíèòíûé àíàëîã, (2) � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà
çàêîíà ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ, óðàâíåíèå (4) áåç âòîðîãî
âêëàäà â ëåâîé ÷àñòè � çàêîí Àìïåðà.

Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà: ôîðìàëüíî åäèíñòâåííûì âêëàäîì Ìàêñâåëëà
â óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè áûëà äîáàâêà âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ëåâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (4). Ïîñëå ïåðåíîñà â ïðàâóþ ÷àñòü îíà âûãëÿäèò êàê äî-
áàâêà ê ïëîòíîñòè òîêà è åå íàçûâàþò �òîêîì ñìåùåíèÿ Ìàêñâåëëà�. Ýòà
äîáàâêà èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü: îíà ïîçâîëèëà Ìàêñâåëëó èñòîëêî-
âàòü ñèñòåìó (1)�(4) êàê óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ êîëåáàíèé
(ò. å. óæå õîðîøî çíàêîìûé ôèçèêàì òîãî âðåìåíè ïðîöåññ) íåêîòîðîé
àáñòðàêòíîé ñïëîøíîé ñðåäû, íàçâàííîé èì �ýôèðîì�. Âïîñëåäñòâèè òåî-
ðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè (êîòîðàÿ áóäåò ïîäðîáíî îáñóæäàòüñÿ â äàëüíåéøåì)
ïîçâîëèëà èçáàâèòüñÿ îò ïîíÿòèÿ ýôèðà.

Î ðàçìåðíîñòÿõ: èñõîäÿ èç îáùåãî ïðèíöèïà, ñîãëàñíî êîòîðîìó âñå
ñëàãàåìûå â êàæäîì âûðàæåíèè è îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â ëþáîì óðàâíå-
íèè äîëæíû èìåòü îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü, ìîæíî âûðàçèòü ðàçìåðíî-
ñòè âñåõ âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ (1)�(4) âåëè÷èí ÷åðåç ðàçìåðíîñòè ôóí-
äàìåíòàëüíûõ âåëè÷èí� çàðÿäà (Q), äëèíû (L) è âðåìåíè (T ), îòïðàâ-
ëÿÿñü îò èçâåñòíîé ðàçìåðíîñòè îáúåìíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà ρ ∝ Q/L3

(çàðÿä/îáúåì) è ñêîðîñòè ñâåòà c ∝ L/T (äëèíà/âðåìÿ). Ïðèðàâíèâàÿ
ðàçìåðíîñòè âêëàäîâ â óðàâíåíèÿõ (2)�(4) ñ ó÷åòîì div ∝ rot ∝ 1/L äëÿ
ýòèõ îïåðàöèé (ñì. íèæå) è ∂t ∝ 1/T , ïîëó÷èì E/L ∝ (T/L)(H/T ) èç (2),
(E/L) ∝ ρ ∝ Q/L3 èç (3) è H/L ∝ (T/L)(E/T ) ∝ j(T/L) èç (4). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïî ðàçìåðíîñòè

E ∝ H ∝ Q/L2, ρ ∝ Q/L3, j ∝ Q/TL2. (5)

Òàêîâû ðàçìåðíîñòè âñåõ âåëè÷èí â ãàóññîâîé ñèñòåìå åäèíèö, â êîòîðîé
çàïèñàíû óðàâíåíèÿ. Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîé ñèñòåìå ðàçìåðíîñòè íà-
ïðÿæåííîñòåé E è H îäèíàêîâû.

Íóæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî òðàäèöèîííûé òåðìèí �îáúåìíàÿ ïëîò-
íîñòü òîêà� íå âïîëíå êîððåêòåí è ìîæåò âåñòè ê íåäîðàçóìåíèÿì. Îáû÷-
íî ïîä îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ íåêîòîðîé âåëè÷èíû ïîíèìàåòñÿ �êîëè÷åñòâî
äàííîé âåëè÷èíû â åäèíèöå îáúåìà�, òàêîé ñìûñë èìååò, â ÷àñòíîñòè, îáú-
åìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ. Íî ïîä �âåëè÷èíîé òîêà� åñòåñòâåííî ïîíèìàòü
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òî, ÷òî èçìåðÿåòñÿ ïîñòàâëåííûì â ïðîâîäå àìïåðìåòðîì, � êîëè÷åñòâî
çàðÿäà, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ñå÷åíèå ïðîâîäà çà åäèíèöó âðåìåíè, ò. å. òî,
÷òî èçìåðÿåòñÿ â àìïåðàõ. Òàêîé ñìûñë èìååò ïðîèçâåäåíèå j íå íà îáú-
åì (êàê ñëåäîâàëî áû èç ôîðìàëüíîãî ñìûñëà òåðìèíà), à íà ïëîùàäü:
ïî ñìûñëó j åñòü âåêòîð, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå
�ðàçìàçàííîãî� ïî îáúåìó òîêà, à åãî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà åñòü êîëè÷åñòâî
çàðÿäà, ïðîõîäÿùåãî çà åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ïîñòàâëåííóþ ïîïåðå÷íî
íàïðàâëåíèþ òîêà ïëîùàäêó åäèíè÷íîãî ñå÷åíèÿ.

1.2 Ìàòåìàòè÷åñêîå îòñòóïëåíèå:
ñîãëàøåíèÿ îá îáîçíà÷åíèÿõ,
ñïðàâî÷íûå ôîðìóëû

Òðîéêó êîîðäèíàò òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìû áóäåì â äàëüíåéøåì îáî-
çíà÷àòü îäíîé áóêâîé, íàïðèìåð, x, ïîíèìàÿ x êàê òðåõìåðíûé âåêòîð ñ
êîìïîíåíòàìè xi, i = 1, 2, 3. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ íóìåðàöèè îñåé òðåõ-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèíèìàþòñÿ öèôðîâûå îáîçíà÷åíèÿ 1, 2, 3, à íå
áóêâåííûå x, y, z, êîòîðûå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â øêîëüíûõ êóðñàõ, íî
î÷åíü íåóäîáíû ïðè çàïèñè ñëîæíûõ âûðàæåíèé, ñ êîòîðûìè íàì ïðè-
äåòñÿ èìåòü äåëî â äàëüíåéøåì.

Ñîãëàøåíèå: ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíà-
òàì xi áóäåì îáîçíà÷àòü ñîêðàùåííî ÷åðåç ∂i, ò. å. ∂i ≡ ∂/∂xi.

Ñîãëàøåíèå: äëÿ èíäåêñîâ, íóìåðóþùèõ ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíà-
òû, âñåãäà áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ëàòèíñêèå áóêâû òèïà i, k, l, ... Êàæäûé
èç òàêèõ èíäåêñîâ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå èç öèôðîâûõ çíà÷åíèé 1, 2, 3,
ïîýòîìó îáúåêò, ñîäåðæàùèé n ëàòèíñêèõ èíäåêñîâ, èìååò 3n êîìïîíåíò,
ïîëó÷àåìûõ ïðèñâîåíèåì êàæäîìó èç èíäåêñîâ êîíêðåòíîãî öèôðîâîãî
çíà÷åíèÿ 1, 2 èëè 3. Íàïðèìåð, âåëè÷èíà òèïà Aik èìååò 9 êîìïîíåíò,
âåëè÷èíà òèïà Aikl � 27 êîìïîíåíò, è òàê äàëåå.

Îïðåäåëåíèå òåíçîðîâ δik è εikl. Â ôîðìóëàõ áóäóò ÷àñòî âñòðå-
÷àòüñÿ äâà ôóíäàìåíòàëüíûõ òåíçîðà (òî÷íûé ñìûñë òåðìèíà �òåíçîð�
ïîÿñíèòñÿ âïîñëåäñòâèè), à èìåííî, ñèìâîë Êðîíåêåðà δik, êîìïîíåíòû êî-
òîðîãî ðàâíû åäèíèöå ïðè i = k è íóëþ ïðè i 6= k, ò. å.

δik =

{
1 ïðè i = k

0 ïðè i 6= k
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è òðåõçíà÷êîâûé ñèìâîë εikl, êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè äâóìÿ òðåáîâàíèÿìè:

1) εikl ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷åí, ò. å. åãî êîìïîíåíòû ìåíÿþò çíàê
ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ èíäåêñîâ;

2) êîìïîíåíòà ε123 ðàâíà åäèíèöå.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòè äâà òðåáîâàíèÿ îïðåäåëÿþò εikl îäíîçíà÷íî. Òðåõ-

çíà÷êîâûé îáúåêò εikl èìååò 33 = 27 êîìïîíåíò (ñì. âûøå), íî áîëüøèí-
ñòâî èç íèõ ðàâíû íóëþ âñëåäñòâèå òðåáóåìîé àíòèñèììåòðèè. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè êàêàÿ-íèáóäü êîíêðåòíàÿ êîìïîíåíòà èìååò äâà îäèíàêîâûõ
öèôðîâûõ èíäåêñà, òî îíà äîëæíà áûòü ðàâíîé íóëþ. [Ïðèìåð: êîìïî-
íåíòà ε112, ñ îäíîé ñòîðîíû, íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ïåðâûõ
çíà÷êîâ ââèäó èõ ðàâåíñòâà, ñ äðóãîé � äîëæíà ïðè ýòîì ìåíÿòü çíàê ïî
ñâîéñòâó àíòèñèììåòðèè, îòêóäà ñëåäóåò ε112 = 0. Åñëè ñîâïàäàþùèå çíà÷-
êè íå ñîñåäíèå, íàïðèìåð ε121, òî âûâîä íå èçìåíÿåòñÿ, òàê êàê èç òîé æå
àíòèñèììåòðèè ñëåäóåò ε121 = −ε112 = 0.]

Òàêèì îáðàçîì, îòëè÷íûìè îò íóëÿ ìîãóò áûòü ëèøü òå êîìïîíåí-
òû εikl, ó êîòîðûõ âñå òðè èíäåêñà èìåþò ðàçíûå öèôðîâûå çíà÷åíèÿ.
Ïîñêîëüêó êàæäûé èç èíäåêñîâ ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü òðè âîçìîæíûõ
çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, ÿñíî, ÷òî îäèí èç ýòèõ òðåõ èíäåêñîâ îáÿçàòåëüíî äîë-
æåí áûòü ðàâåí 1, âòîðîé� 2, òðåòèé� 3. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå òàêèå íàáî-
ðû ïîëó÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè òðîéêè 1, 2, 3. Òàêèõ ïåðåñòàíîâîê âñåãî
3! = 6, à èìåííî òðè �öèêëè÷åñêèõ� (123, 231, 312) è òðè �àíòèöèêëè÷å-
ñêèõ� (213, 132, 321). Ïîñêîëüêó âñå îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû εikl
ïîëó÷àþòñÿ èç îäíîé ïåðåñòàíîâêàìè èíäåêñîâ, äëÿ ïîëíîãî çàäàíèÿ εikl
äîñòàòî÷íî çàäàòü âñåãî ëèøü îäíó íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó, ÷òî ìû è ñäå-
ëàëè (ñì. âûøå): ε123 = 1. Òîãäà äëÿ ÷åòíûõ (öèêëè÷åñêèõ) ïåðåñòàíî-
âîê èìååì ε123 = ε231 = ε312 = 1, à äëÿ íå÷åòíûõ (àíòèöèêëè÷åñêèõ)
ε213 = ε132 = ε321 = −1, âñå ïðî÷èå êîìïîíåíòû εikl ðàâíû íóëþ.

Ñîãëàøåíèå: åñëè â ôîðìóëå íåêîòîðûé çíà÷îê ïîâòîðÿåòñÿ äâàæäû,
òî ïî íåìó ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî âñåì åãî âîçìîæíûì çíà÷å-
íèÿì, â íàøåì ñëó÷àå òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, � ïî 1, 2, 3. Íàïðèìåð,

AiBi ≡
3∑
i=1

AiBi ≡ (AB)

� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ A è B. Çàìå÷àíèå: ïîñêîëüêó çíà-
÷åíèå ñóììû íå çàâèñèò, î÷åâèäíî, îò îáîçíà÷åíèÿ èíäåêñà ñóììèðîâà-
íèÿ, åãî ìîæíî ïðîèçâîëüíî èçìåíÿòü, íàïðèìåð, AiBi = AkBk è ò. ï.
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Íî â ìíîãîêðàòíûõ ñóììàõ ñëåäóåò ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû äëÿ êàæäî-
ãî èç ñóììèðîâàíèé èñïîëüçîâàëñÿ îòëè÷íûé îò âñåõ äðóãèõ èíäåêñ. Íà-
ïðèìåð, äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé òèïà (AB)(CD)
ìîæíî èñïîëüçîâàòü çàïèñü AiBiCkDk, íî íè â êîåì ñëó÷àå íåëüçÿ ïèñàòü
AiBiCiDi � òàêîå âûðàæåíèå ïðè íàøèõ ñîãëàøåíèÿõ íå èìååò ñìûñëà.

Ôîðìàëüíîå ïðàâèëî: ëþáîé èç èíäåêñîâ òèïà i, k, l, ... â ëþáîì èç âû-
ðàæåíèé ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ ëèáî îäèí ðàç (òîãäà åãî íàçûâàþò �ñâîáîä-
íûì� è îí ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå êîíêðåòíîå öèôðîâîå çíà÷åíèå 1, 2, 3),
ëèáî äâà ðàçà (è òîãäà ýòî �èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ�, êîòîðûé ìîæíî ïðî-
èçâîëüíî ìåíÿòü, â îòëè÷èå îò ñâîáîäíîãî èíäåêñà). Ïðè çàïèñè ôîðìóë
íóæíî òùàòåëüíî ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû äëÿ âñåõ èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ
èñïîëüçîâàëèñü áóêâû, îòëè÷íûå îò óæå èìåþùèõñÿ ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ,
è ÷òîáû äëÿ ðàçíûõ (ìíîãîêðàòíûõ) ñóììèðîâàíèé èñïîëüçîâàëèñü ðàç-
íûå (íåâàæíî êàêèå, íî îáÿçàòåëüíî ðàçíûå è îòëè÷íûå îò ñâîáîäíûõ)
áóêâåííûå èíäåêñû.

Åñëè â âûðàæåíèè ïðèñóòñòâóåò ñèìâîë δ ñ êàêèì-íèáóäü èíäåêñîì
ñóììèðîâàíèÿ, òî âûðàæåíèå óïðîùàåòñÿ, òàê êàê �êàæäûé ñèìâîë δ ñíè-
ìàåò îäíî ñóììèðîâàíèå�. Íàïðèìåð, Aiδik = Ak, AiBkδik = AiBi = AkBk
è ò. ï.

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [A×B] äâóõ âåêòîðîâA èB åñòü íîâûé âåêòîð,
êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

[A×B]1 = A2B3 −A3B2,

[A×B]2 = A3B1 −A1B3,

[A×B]3 = A1B2 −A2B1

(îòìåòèì, ÷òî âòîðîå è òðåòüå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðâîãî öèê-
ëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè). Ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî âûøå ñèìâîëà ε âñå
ýòè òðè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîé ôîðìóëû (ïî ïîâòîðÿ-
þùèìñÿ èíäåêñàì k, l ñóììèðîâàíèå):

[A×B]i = εiklAkBl.
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Ôîðìóëû ñâåðòêè äâóõ ε. Ïðèâåäåì áåç âûâîäà ñëåäóþùèå î÷åíü ïî-
ëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ: ñâåðòêà äâóõ ε ïî îäíîìó, ïî äâóì çíà÷êàì

εiklεsml = δisδkm − δimδks,
εiklεskl = 2δis,

ïî òðåì εiklεikl = 6 (ýòó ôîðìóëó ïðèâîäèì òîëüêî äëÿ ïîëíîòû, ïðàêòè-
÷åñêè âàæíû ëèøü äâå ïåðâûå). Âûøå ìû ïðèâåëè êàíîíè÷åñêóþ çàïèñü,
â êîòîðîé èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ (l â ïåðâîé ôîðìóëå è k, l âî âòîðîé)
çàíèìàþò îäèíàêîâîå ïîëîæåíèå â äâóõ ìíîæèòåëÿõ ε. Íî èõ, êîíå÷íî,
ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü, ó÷èòûâàÿ àíòèñèììåòðèþ ε.

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ïîäîáíûõ ôîðìóë êîíêðåòíûå îáî-
çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ε ìîãóò áûòü ëþáûìè, ïîýòîìó çàïîìèíàòü íóæíî íå
ÿâíûé âèä íàïèñàííûõ âûøå âûðàæåíèé, à îáùèé ïðèíöèï èõ ïîñòðîåíèÿ.
Ïðè êàíîíè÷åñêîì (ò. å. îäèíàêîâîì äëÿ äâóõ ìíîæèòåëåé ε) ïîëîæåíèè
èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ ýòîò ïðèíöèï äëÿ âòîðîé ôîðìóëû î÷åíü ïðîñò:
îòâåò åñòü óäâîåííûé δ-ñèìâîë ïî äâóì îñòàþùèìñÿ ñâîáîäíûì èíäåêñàì.
Â ïåðâîé ôîðìóëå ó êàæäîãî ìíîæèòåëÿ ε îñòàþòñÿ äâà ñâîáîäíûõ èíäåê-
ñà è äëÿ êàíîíè÷åñêîãî (îäèíàêîâîãî) ïîëîæåíèÿ èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ
ðàññòàíîâêà èíäåêñîâ â êîìáèíàöèè δ×δ−δ×δ â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì ïðîñòûì ïðàâèëîì:

[ïåðâûé, ïåðâûé][âòîðîé, âòîðîé]− [ïåðâûé, âòîðîé][âòîðîé, ïåðâûé].

Òåðìèíû �ïåðâûé, âòîðîé� îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâûé è âòîðîé
èç îñòàþùèõñÿ â êàæäîì ñèìâîëå ε ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ. Â ïðèâåäåííîé
âûøå çàïèñè òàêèìè èíäåêñàìè ó ïåðâîãî ìíîæèòåëÿ ε ÿâëÿþòñÿ i, k,
à ó âòîðîãî � s,m, ïîýòîìó [ïåðâûé, ïåðâûé][âòîðîé, âòîðîé] = is, km,
à [ïåðâûé, âòîðîé][âòîðîé ïåðâûé] = im, ks.

Çíàíèå ôîðìóë ñâåðòêè äâóõ ε èçáàâëÿåò îò íåîáõîäèìîñòè çàïîìè-
íàòü ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ôîðìóë âåêòîðíîãî àíàëèçà. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà ïðèâåäåì âûâîä èçâåñòíîé ôîðìóëû �ÁÀÖ−ÖÀÁ�: [A × [B × C]] =
B(AC) − C(AB). Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóë äëÿ �i-êîìïîíåíòû� èñ-
õîäíîãî îáúåêòà ïîëó÷àåì:

[A× [B × C]]i = εiklAk[B × C]l = εiklAkεlsmBsCm = εiklεsmlAkBsCm =
= (δisδkm − δimδks)AkBsCm = AkBiCk −AkBkCi
≡ Bi(AC)− Ci(AB),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ âåêòîðíîãî àíàëèçà. Ñåé÷àñ ðå÷ü ïîéäåò îá
îáúåêòàõ, çàâèñÿùèõ îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò x = {xi, i = 1, 2, 3},
íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå ∂i ≡ ∂/∂xi.

1. Ãðàäèåíò ∇ϕ ñêàëÿðà ϕ åñòü âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè

(∇ϕ)i = ∂iϕ.

2. Äèâåðãåíöèÿ divA âåêòîðà A åñòü ñêàëÿð

divA = ∂iAi.

3. Ðîòîð âåêòîðà A åñòü âåêòîð rotA ñ êîìïîíåíòàìè

(rotA)i = εikl∂kAl.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì ñîãëàøåíèåì, âåçäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììè-
ðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì.

Â ôîðìóëàõ áóäåò òàêæå ÷àñòî âñòðå÷àòüñÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà

∆ ≡ ∂i∂i

� ñóììà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âñåì êîîðäèíàòàì.
Èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ div rotA = 0, rot∇ϕ = 0 íà íàøåì ÿçûêå �

ñëåäñòâèÿ àíòèñèììåòðèè ε. Íàïðèìåð,

div rotA = ∂i(rotA)i = ∂iεikl∂kAl = εikl∂i∂kAl = 0

êàê ñâåðòêà ñèììåòðè÷íîãî ïî èíäåêñàì i, k îáúåêòà ∂i∂k ñ àíòèñèììåò-
ðè÷íûì ïî ýòèì èíäåêñàì ñèìâîëîì εikl.

Îáùåå ïðàâèëî: ñâåðòêà ñèììåòðè÷íîãî ïî ëþáîé ïàðå èíäåêñîâ îáú-
åêòà ñ àíòèñèììåòðè÷íûì ðàâíà íóëþ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü îáúåêò Aik... ñèììåòðè÷åí ïî ik (ìíîãîòî÷èå �
ëþáûå äðóãèå èíäåêñû ïðè èõ íàëè÷èè), à Bik... � àíòèñèììåòðè÷åí (ò. å.
Aik... = Aki... è Bik... = −Bki... ñ ñîõðàíåíèåì ïîëîæåíèÿ âñåõ îáîçíà÷àåìûõ
ìíîãîòî÷èåì äðóãèõ èíäåêñîâ). Òîãäà Aik...Bik... = 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
äîñòàòî÷íî ïåðåñòàâèòü ìûñëåííî èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ i, k. Ïðè òàêîé
ïåðåñòàíîâêå, ñ îäíîé ñòîðîíû, îòâåò íå äîëæåí èçìåíÿòüñÿ, òàê êàê îí
íå çàâèñèò îò îáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí
äîëæåí èçìåíèòü çíàê â ñèëó ïðåäïîëàãàåìûõ ñâîéñòâ ñèììåòðèè A è B.
Ïîýòîìó �îáúåêò ðàâåí ìèíóñ ñåáå�, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåí íóëþ.
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Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü ýòî ïðàâèëî, ãîâîðÿ êîðîò-
êî �ñâåðòêà ñèììåòðè÷íîãî ñ àíòèñèììåòðè÷íûì ïî òàêîé-òî ïàðå èíäåê-
ñîâ�. Ðàâåíñòâî rot∇ϕ = 0 äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàêèìè æå ñîîáðàæåíèÿìè.

Çíàíèå ôîðìóë ñâåðòêè äâóõ ε ïîìîãàåò ïðè âûâîäå ðàçëè÷íûõ ñïðà-
âî÷íûõ ôîðìóë âåêòîðíîãî àíàëèçà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûâåäåì èç-
âåñòíîå ðàâåíñòâî rot rotA = ∇ divA − ∆A, â êîòîðîì ∆ = ∂i∂i � îïå-
ðàòîð Ëàïëàñà. Èìååì: (rot rotA)i = εikl∂k(rotA)l = εikl∂kεlsm∂sAm =
(δisδkm − δimδks)∂k∂sAm = ∂i∂kAk − ∂k∂kAi ≡ ∂i divA − ∆Ai, ÷òî è òðå-
áîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïîòîê è öèðêóëÿöèÿ. Ïîòîê âåêòîðà A ÷åðåç íåêîòîðóþ (çàìêíóòóþ
èëè íåçàìêíóòóþ) ïîâåðõíîñòü S ñ çàäàííûì íàïðàâëåíèåì íîðìàëè ê íåé
åñòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë

∫∫
Ands, äèôôåðåíöèàëîì êîòîðîãî ÿâëÿåò-

ñÿ ïðîèçâåäåíèå ïëîùàäè ds ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè íà âåëè÷èíó íîðìàëüíîé
ïðîåêöèè An çíà÷åíèÿ âåêòîðà A íà äàííîì ó÷àñòêå.

Òåîðåìà Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà:∫
V

dxdivA =
∫∫
C

Ands,

ãäå V �ïðîèçâîëüíûé îáúåì, dx ≡ dx1dx2dx3 �äèôôåðåíöèàë îáúå-
ìà, S � çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùàÿ äàííûé îáúåì, íîðìàëü
âíåøíÿÿ. Ñëîâåñíî: îáúåìíûé èíòåãðàë îò äèâåðãåíöèè ëþáîãî âåêòîðà
ðàâåí ïîòîêó ýòîãî âåêòîðà íàðóæó ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùóþ
äàííûé îáúåì.

Öèðêóëÿöèåé âåêòîðà A ïî íåêîòîðîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó C â çà-
äàííîì íàïðàâëåíèè îáõîäà íàçûâàþò êîíòóðíûé èíòåãðàë

∫
dxiAi, äèô-

ôåðåíöèàëîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà Ai íà
äàííîì ó÷àñòêå íà ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð dxi, íàïðàâëåííûé ïî êàñà-
òåëüíîé ê êîíòóðó â çàäàííîì íàïðàâëåíèè è ðàâíûé ïî ìîäóëþ äëèíå
ðàññìàòðèâàåìîãî áåñêîíå÷íî ìàëîãî ó÷àñòêà.

Òåîðåìà Ñòîêñà: ∫∫
S

(rotA)nds =
∫
C

dxiAi,

ò. å. ïîòîê ðîòîðà ëþáîãî âåêòîðà ÷åðåç ëþáóþ íåçàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü
ðàâåí öèðêóëÿöèè ýòîãî âåêòîðà ïî êîíòóðó, îãðàíè÷èâàþùåìó ýòó ïî-
âåðõíîñòü. Ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè è íàïðàâëåíèå
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îáõîäà êîíòóðà äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû. Ïðàâèëî ñîãëàñîâàíèÿ çàâèñèò
îò ñèñòåìû îòñ÷åòà: åñëè ýòî ñèñòåìà �ïðàâàÿ = øòîïîðíàÿ� (ò. å. òàêàÿ,
â êîòîðîé âðàùåíèå îñè �1� ê îñè �2� äàåò ïî �ïðàâèëó øòîïîðà� íóæ-
íîå íàïðàâëåíèå îñè �3�, âñå ïðî÷åå � öèêëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè), òî
íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà C è íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S ñîãëàñóåòñÿ
îáû÷íûì �ïðàâèëîì øòîïîðà�. Äëÿ �ëåâîé� ñèñòåìû� íàîáîðîò.

Çàêîí÷èâ íà ýòîì äàííîå �ìàòåìàòè÷åñêîå îòñòóïëåíèå�, âîçâðàùàåìñÿ
íåïîñðåäñòâåííî ê ýëåêòðîäèíàìèêå.

1.3 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà (1)�(4). Äîïóñòèì, ÷òî âõîäÿùèå â íèõ
îáúåìíûå ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ ρ, j è (êàê ñëåäñòâèå) ðåøåíèÿ äëÿ íà-
ïðÿæåííîñòåé E,H ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, òàê ÷òî óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû
äëÿ ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà x. Òîãäà ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðîèíòå-
ãðèðîâàòü ëèáî ïî ïðîèçâîëüíîìó îáúåìó (äëÿ óðàâíåíèé ñ div), ëèáî ïî
ïðîèçâîëüíîé íåçàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S, âû÷èñëÿÿ ïîòîê ðîòîðà (äëÿ
óðàâíåíèé ñ rot). Ïðåâðàùàÿ îáúåìíûé èíòåãðàë îò äèâåðãåíöèè âåêòîðà
â åãî ïîòîê èç îáúåìà, à ïîòîê ðîòîðà âåêòîðà � â åãî öèðêóëÿöèþ ïî
îãðàíè÷èâàþùåìó ïîâåðõíîñòü êîíòóðó, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé èíòåãðàëü-
íûé ýêâèâàëåíò äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (1)�(4):∫∫

Hnds = 0, (6)

∫
dxiEi +

1
c
∂t

∫∫
Hnds = 0, (7)∫∫

Ends = 4π
∫
dxρ ≡ 4πQv, (8)∫

dxiHi −
1
c
∂t

∫∫
Ends =

4π
c

∫∫
jnds ≡

4π
c
Is, (9)

ãäå Qv �ïîëíûé çàðÿä âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåìà, à Is �ïîëíûé
òîê, ïðîòåêàþùèé ÷åðåç îãðàíè÷åííóþ çàäàííûì êîíòóðîì ïîâåðõíîñòü.
Ìû íå óêàçûâàåì ïîä çíàêàìè èíòåãðàëîâ óòî÷íÿþùèõ ñèìâîëîâ òèïà V ,
S, ïîëàãàÿ, ÷òî è òàê âñå ÿñíî èç ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóëèðîâîê òåîðåì
Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà è Ñòîêñà. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (7) åñòü çàêîí



1.3. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà 23

ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ, òàê êàê öèðêóëÿöèÿ âåêòîðà E ïî
çàìêíóòîìó êîíòóðó èìååò ñìûñë ÝÄÑ, ðàçâèâàåìîé â êîíòóðå, à èç (7)
ñëåäóåò, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ìàãíèò-
íîãî ïîòîêà ÷åðåç îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì ïîâåðõíîñòü, â ÷åì è ñîñòîèò
çàêîí Ôàðàäåÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óðàâíåíèå (8) � èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà
çàêîíà Êóëîíà� î÷åíü ïîëåçíî â ýëåêòðîñòàòèêå ïðè âû÷èñëåíèè íàïðÿ-
æåííîñòåé äëÿ ïðîñòûõ ñèñòåì, ó êîòîðûõ ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ îáëàäàåò
îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé. Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà íàïîìíèì âû-
âîä èçâåñòíîé ôîðìóëû E = Q/r2 äëÿ íàïðÿæåííîñòè òî÷å÷íîãî çàðÿäà
Q. Åñëè ïîìåñòèòü åãî â íà÷àëî êîîðäèíàò è îêðóæèòü ñôåðîé ïðîèçâîëü-
íîãî ðàäèóñà r, òî ïîòîê E ÷åðåç ýòó ñôåðó íàõîäèòñÿ ýëåìåíòàðíî: ââèäó
ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî âåêòîð E âåçäå íàïðàâëåí ïî íîðìàëè
ê ïîâåðõíîñòè ñôåðû è ïî ìîäóëþ îäèíàêîâ äëÿ âñåõ åå òî÷åê, òàê ÷òî
ïîòîê åñòü ïðîñòî ïðîèçâåäåíèå E = En íà ïëîùàäü ñôåðû 4πr2. Ïðèðàâ-
íèâàÿ ïîòîê âåëè÷èíå 4πQ ñîãëàñíî (8), ïîëó÷àåì E = Q/r2. Íàïðàâëåíèå
âåêòîðà E (ïî íîðìàëè íàðóæó ïðè Q > 0) ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ èç òåî-
ðåìû Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà. Òåì æå ìåòîäîì ëåãêî íàéòè âûðàæåíèÿ
äëÿ íàïðÿæåííîñòè ïðè ëþáîì äðóãîì ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ðàñïðå-
äåëåíèè çàðÿäà (äëÿ äàëüíåéøåãî îòìåòèì âàæíîå ñëåäñòâèå: åñëè òàêîé
çàðÿä �ëîêàëèçîâàí�, ò. å. ñîñðåäîòî÷åí â íåêîòîðîì êîíå÷íîì îáúåìå, òî
âíå åãî îí ñîçäàåò òî÷íî òàêîå æå ïîëå, êàê òî÷å÷íûé ñóììàðíûé çàðÿä
Q â öåíòðå ñèñòåìû). Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ëåãêî íàéòè
íàïðÿæåííîñòü E äëÿ ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîé áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè èëè
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé (â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîíäåíñàòîðà), äëÿ
ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîé áåñêîíå÷íîé ëèíèè è ò. ï.

Â çàêëþ÷åíèå íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäïîëàãàëè ãëàä-
êîñòü âñåõ âåëè÷èí, òîãäà äèôôåðåíöèàëüíàÿ è èíòåãðàëüíàÿ ôîðìû
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû. Äåéñòâèòåëüíî, âûøå ìû
ïðèâîäèëè âûâîä èíòåãðàëüíîé ôîðìû èç äèôôåðåíöèàëüíîé; èç ìàòåìà-
òèêè èçâåñòíî, ÷òî ìîæíî âûïîëíèòü è îáðàòíóþ ïðîöåäóðó, ïîëüçóÿñü
ïðîèçâîëüíîñòüþ îáúåìîâ è ïîâåðõíîñòåé è ïåðåõîäÿ ê áåñêîíå÷íî ìàëûì
âåëè÷èíàì.



24 Îáùåå ââåäåíèå

1.4 Ñîîòíîøåíèå ìåæäó
äèôôåðåíöèàëüíîé è èíòåãðàëüíîé
ôîðìàìè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
ïðè íàëè÷èè ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâà.
Êðàåâûå óñëîâèÿ (óñëîâèÿ ñøèâàíèÿ)

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî åñòü íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòü S, íà êîòîðîé ñîñðåäîòî-
÷åíû ïîâåðõíîñòíûå çàðÿäû è òîêè, à âíå åå � îáû÷íûå îáúåìíûå ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ ãëàäêèìè ρ è j. Õîðîøî èçâåñòíî (è íèæå áóäåò äîêàçàíî), ÷òî
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òàêóþ ïîâåðõíîñòü íàïðÿæåííîñòè E, H èñïûòûâàþò
êîíå÷íûå ñêà÷êè, ò. å. èõ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè ïîäõîäå ê ïîâåðõíîñòè
S ñ äâóõ ðàçíûõ ñòîðîí ñóùåñòâóþò, íî ðàçëè÷íû. Íà ñàìîé ïîâåðõíîñòè
èç-çà ðàçðûâîâ ïðîèçâîäíûå E, H íå ñóùåñòâóþò, òàê ÷òî äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (1)�(4) èìåþò ñìûñë òîëüêî âíå S ñ äâóõ
ñòîðîí.

Â òàêîé ñèòóàöèè ñòàíäàðòíûé âûâîä èíòåãðàëüíîé ôîðìû óðàâíå-
íèé Ìàêñâåëëà èç äèôôåðåíöèàëüíîé ñïðàâåäëèâ ëèøü äëÿ òåõ îáúåìîâ
(â òåîðåìå Ãàóññà) èëè ïîâåðõíîñòåé (â òåîðåìå Ñòîêñà), êîòîðûå öåëè-
êîì íàõîäÿòñÿ ñ îäíîé èç äâóõ ñòîðîí ãðàíèöû ðàçäåëà S, íå ïåðåñåêàÿ
åå. Ïîíèìàåìàÿ â òàêîì �óçêîì ñìûñëå� èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà, åñòåñòâåííî, ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíà äèôôåðåíöèàëüíîé.

Íî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïðè íàëè÷èè
ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà S äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âíå S íåäîñòàòî÷-
íî � íóæíû åùå îïðåäåëåííûå �êðàåâûå óñëîâèÿ�, ò. å. óñëîâèÿ ñøèâàíèÿ
ðåøåíèé ñ äâóõ ñòîðîí S. Â ÷èñòîé ìàòåìàòèêå êðàåâûå óñëîâèÿ îáû÷-
íî ñ÷èòàþòñÿ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè òðåáîâàíèÿìè, êîòîðûå äî-
áàâëÿþòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè
(òèïè÷íûå ïðèìåðû� çàäà÷à Äèðèõëå èëè çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ óðàâíå-
íèÿ Ëàïëàñà ñ ãðàíèöàìè). Â ýëåêòðîäèíàìèêå ýòî íå òàê, ïîñêîëüêó èñ-
êîìûå óñëîâèÿ ñøèâàíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñàìîé ôèçèêîé çàäà-
÷è. Îíè âûâîäÿòñÿ èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, ïîíèìàåìûõ
�â øèðîêîì ñìûñëå�, à èìåííî, ñ÷èòàþùèõñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ëþáûõ
îáëàñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ, â òîì ÷èñëå è ïåðåñåêàþùèõ ãðàíèöó ðàçäåëà S.
Òàêîå îáîáùåíèå � ïîñòóëàò, ïîñêîëüêó èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ òà-
êèõ îáëàñòåé íåëüçÿ ïîëó÷èòü îáû÷íûì îáðàçîì èç äèôôåðåíöèàëüíûõ.
Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ �â øèðîêîì ñìûñëå� ñîäåðæàò â ñåáå íå òîëüêî
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îáû÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âíå ïîâåðõíîñòè S, íî è óñëîâèÿ
ñøèâàíèÿ ðåøåíèé íà ýòîé ïîâåðõíîñòè, â ÷åì ìû óáåäèìñÿ íèæå. Ó ýòî-
ãî ïîñòóëàòà åñòü î÷åíü ïðîñòîå ôèçè÷åñêîå îáîñíîâàíèå: áåñêîíå÷íî òîí-
êàÿ ïîâåðõíîñòü S �èäåàëèçàöèÿ, ïîäîáíàÿ ïîíÿòèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
â ìåõàíèêå. Â ðåàëüíîé æèçíè âñå �ðàçìàçàíî�, ò. å. ãðàíèöà ðàçäåëà S
äîëæíà èìåòü íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ òîëùèíó. Òîãäà âñå ñâîäèòñÿ ê îáû÷-
íûì îáúåìíûì ðàñïðåäåëåíèÿì èñòî÷íèêîâ, äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàëüíàÿ
ôîðìà ñïðàâåäëèâà ïðè ëþáîì âûáîðå îáúåìîâ èëè ïîâåðõíîñòåé èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, â òîì ÷èñëå è äëÿ ïåðåñåêàþùèõ ðàçìàçàííóþ ãðàíèöó ðàçäåëà.
Òàêèå ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû, î÷åâèäíî, ñîõðàíèòüñÿ è ïîñëå ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà ê áåñêîíå÷íî òîíêîé ïîâåðõíîñòè S (òîëùèíà ãðàíèöû ðàçäåëà
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à îáúåìíûå ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ âíóòðè íåå � ê áåñ-
êîíå÷íîñòè, òàê ÷òî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåëè÷èí ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðûì
ïîñòîÿííûì, îïðåäåëÿþùèì ïîâåðõíîñòíûå ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ). Ýòè
ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ è ïîçâîëÿþò ïðèíÿòü �ðàñøèðåííûé âàðèàíò� èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â êà÷åñòâå ïîñòóëàòà.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê èç íåãî âûâîäÿòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ. Ïîâåðõíîñòü
ðàçäåëà S áóäåì ïðåäïîëàãàòü ãëàäêîé, à ïåðåñåêàþùèå åå îáúåìû â òåîðå-
ìå Ãàóññà èëè ïîâåðõíîñòè â òåîðåìå Ñòîêñà � ìàëûìè, ðàññìàòðèâàÿ çà-
òåì ïðåäåë èõ ñòðåìëåíèÿ ê áåñêîíå÷íî ìàëûì. ßñíî, ÷òî â òàêîì ïðåäåëå
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè, ñ÷èòàÿ åå ïëîñêîé, à íàïðÿæåí-
íîñòè E è H ñ êàæäîé ñòîðîíû ãðàíèöû� ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûìè,
íî ïðè ýòîì íå îäèíàêîâûìè ñ äâóõ ñòîðîí (èõ áóäåì ðàçëè÷àòü èíäåê-
ñàìè I, II). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáåðåì â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà
ïëîñêîñòü 1, 2, òîãäà íîðìàëüþ ê íåé áóäåò îñü 3 (ñì. ðèñ. 1.1). Ñèñòåìà
îòñ÷åòà íà ðèñóíêå âûáðàíà ïðàâîé (= �øòîïîðíîé�).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà èíòåãðàëüíóþ ôîðìó çàêîíà Êóëîíà (8) è âîçüìåì
â êà÷åñòâå �îáúåìà èíòåãðèðîâàíèÿ� ïîêàçàííûé íà ðèñ. 1.1 ïåðåñåêàþùèé
ãðàíèöó ðàçäåëà öèëèíäð. Îáîçíà÷èì åãî ðàäèóñ ÷åðåç R, âûñîòó � h è
ðàññìîòðèì ïðåäåë R → 0 è h → 0, ïðè÷åì òàê, ÷òî h ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
áûñòðåå, ÷åì R (äëÿ êîíêðåòíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü h ∝ R2). Óñëîâèå
h/R → 0 óäîáíî òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðè âû÷èñëåíèè ïîòîêà âåêòîðà E
ó÷èòûâàòü ëèøü âêëàä äâóõ �äîíûøåê� öèëèíäðà, ïðîïîðöèîíàëüíûé èõ
ïëîùàäè Säîí = πR2, ïðåíåáðåãàÿ âêëàäîì â ïîòîê îò áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
êàê âåëè÷èíîé âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïðè R→ 0. Òîãäà ñ íóæíîé òî÷-
íîñòüþ (∝ R2) ïîòîê åñòü Säîí(EII3 − EI3) è äîëæåí áûòü ðàâåí, ñîãëàñíî
(8), âåëè÷èíå 4πQv ñ ó÷åòîì â Qv ëèøü âêëàäîâ ïîðÿäêà R2. ßñíî, ÷òî
âêëàä òàêîãî ïîðÿäêà ìîæåò ïîðîæäàòüñÿ òîëüêî ïîâåðõíîñòíûì çàðÿäîì
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Ðèñ. 1.1. Îáúåì èíòå-
ãðèðîâàíèÿ â èíòåãðàëü-
íîé ôîðìå çàêîíà Êóëî-
íà, óðàâíåíèå (8)

Ðèñ. 1.2. Âûáîð êîí-
òóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ â
ïëîñêîñòè îñåé �2, 3� äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû
Ñòîêñà â óðàâíåíèè (9)

Ðèñ. 1.3. Âûáîð êîí-
òóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ â
ïëîñêîñòè îñåé �3, 1� äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû
Ñòîêñà â óðàâíåíèè (9)

íà ãðàíèöå ðàçäåëà S è ðàâåí σSäîí, ãäå σ�ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çà-
ðÿäà (îáúåìíûé çàðÿä ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ ρ äàåò âQv íåñóùåñòâåí-
íûé âêëàä âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïðè R → 0). Ïðèðàâíèâàÿ ïîòîê E
è 4πQv è ñîêðàùàÿ Säîí, ïîëó÷àåì EII3 − EI3 = 4πσ èëè ∆En = 4πσ, ãäå
ñèìâîë ∆ â äàííîì ñëó÷àå îáîçíà÷àåò �ïðèðàùåíèå� = �ñêà÷îê� (íå ïóòàòü
ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà), à En �íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà E.

ßñíî, ÷òî èçëîæåííûå âûøå íà ïðèìåðå ñîîòíîøåíèÿ (8) ïîñòðîåíèÿ
ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ óðàâíåíèé òàêîãî òèïà. Â ÷àñòíîñòè, èç (6) ñëåäó-
åò ∆Hn = 0, ò. å. íîðìàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà H íà ãðàíèöå ðàçäåëà
íåïðåðûâíû. Îáùèé ïðèíöèï, êîòîðûé áóäåò â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü-
ñÿ, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: âñÿêîå óðàâíåíèå ñ äèâåðãåíöèåé íåêîòîðîãî âåê-
òîðà ÷åðåç ñâîþ èíòåãðàëüíóþ ôîðìó ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùåå êðàåâîå
óñëîâèå äëÿ ñêà÷êà íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé äàííîãî âåêòîðà.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê �ðîòîðíûì óðàâíåíèÿì� è èõ èíòåãðàëüíîé ôîðìå,
íà÷àâ ñ óðàâíåíèÿ (9). Àíàëîãîì ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà σ áóäåò
òåïåðü ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî òîêà i�äâóìåðíûé âåêòîð, ëåæàùèé â
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà S â ëþáîé åå òî÷êå. Â íàøåì
ñëó÷àå (ñì. ðèñ. 1.2 è 1.3) ýòî âåêòîð â ïëîñêîñòè �1, 2� ñ êîìïîíåíòàìè i1,2.
Åãî ìîäóëü ïî ñìûñëó åñòü êîëè÷åñòâî çàðÿäà, ïðîòåêàþùåãî çà åäèíèöó
âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó äëèíû ëèíèè, ïîñòàâëåííîé â ïëîñêîñòè ðàçäåëà
ïîïåðåê íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà i.
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Ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû Ñòîêñà â (9) âûáåðåì ñíà÷àëà êîíòóð òàê,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.2, à çàòåì� êàê íà ðèñ. 1.3. Íàòÿíóòàÿ íà òàêèå
êîíòóðû ïîâåðõíîñòü ïåðåñåêàåò ãðàíèöó ðàçäåëà, à óêàçàííîå ñòðåëêàìè
íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðîâ âûáðàíî òàê, ÷òîáû îïðåäåëåííàÿ ïî �ïðà-
âèëó øòîïîðà� íîðìàëü ê ýòèì ïîâåðõíîñòÿì ñîâïàäàëà ñ ïîëîæèòåëüíûì
íàïðàâëåíèåì îðòîãîíàëüíîé èì îñè (�1� äëÿ ðèñ. 1.2 è �2� äëÿ ðèñ. 1.3).
Êàæäûé èç êîíòóðîâ � ïðÿìîóãîëüíèê, äëèíó åãî ãîðèçîíòàëüíîãî ðåá-
ðà îáîçíà÷èì ÷åðåç l, à âåðòèêàëüíîãî � ÷åðåç h, è áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïðåäåë l → 0, h → 0, ïðè÷åì h/l → 0 (íàïðèìåð, h ∝ l2), ÷òîáû ïðè
âû÷èñëåíèè öèðêóëÿöèè âåêòîðà H ïî êîíòóðó ìîæíî áûëî áû íå ó÷è-
òûâàòü âêëàä âåðòèêàëüíûõ ó÷àñòêîâ. Òîãäà öèðêóëÿöèÿ âåêòîðà H ïî
êîíòóðó ñ ó÷åòîì ëèøü âêëàäîâ ïîðÿäêà l åñòü l(HI

2 − HII
2 ) äëÿ êîíòóðà

íà ðèñ. 1.2 è l(HII
1 −HI

1 ) äëÿ êîíòóðà íà ðèñ. 1.3, à ïîòîê ïîâåðõíîñòíîãî
òîêà (îáúåìíûé â ýòîì ïîðÿäêå ïî l âêëàäà íå äàåò) ðàâåí i1l â ïåðâîì
ñëó÷àå è i2l âî âòîðîì.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ëèøü âêëàä ñ ∂tE â óðàâíåíèè (9). Ïðè åñòå-
ñòâåííîì ïðåäïîëîæåíèè îãðàíè÷åííîñòè |∂tE| < const î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò
âêëàä îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ïëîùàäüþ lh, íàòÿíóòîé íà êîíòóð ïîâåðõíî-
ñòè, è ïðåíåáðåæèì ïî ñðàâíåíèþ ñ âêëàäàìè ïîðÿäêà l îò öèðêóëÿöèè.
Îáîáùåíèåì ñêàçàííîãî ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ñëàãàåìûå ñ
ïðîèçâîäíûìè íàïðÿæåííîñòåé ïî âðåìåíè íå äàþò âêëàäîâ â êðàåâûå
óñëîâèÿ, ïîýòîìó â äèíàìèêå îíè òî÷íî òàêèå æå, êàê è â ñòàòèêå.

Âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (9) è ïîäñòàâëÿÿ â íåãî ïîëó÷åííûå âûøå
âûðàæåíèÿ äëÿ öèðêóëÿöèè âåêòîðà H è ïîòîêà ïîâåðõíîñòíîãî òîêà ÷å-
ðåç íàòÿíóòóþ íà êîíòóð ïîâåðõíîñòü ïîñëå ñîêðàùåíèÿ îáùåãî ìíîæèòå-
ëÿ l, ïîëó÷èì HI

2 −HII
2 = (4π/c)i1 äëÿ êîíòóðà íà ðèñ. 1.2 è HI

1 −HII
1 =

−(4π/c)i2 äëÿ êîíòóðà íà ðèñ. 1.3. Ê ýòîìó ìîæíî äîáàâèòü ïîëó÷åííîå ðà-
íåå óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ HI

3 −HII
3 = 0. Âñå

ýòè óñëîâèÿ âìåñòå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîãî âåêòîðíîãî ðàâåíñòâà
HI −HII = (4π/c)[n× i], â êîòîðîì n� åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïî-
âåðõíîñòè ðàçäåëà, íàïðàâëåííûé ïî îñè �3�. Ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà
ìîæíî îáîçíà÷èòü ÷åðåç ∆Ht � ñêà÷îê äâóìåðíîãî âåêòîðà êàñàòåëüíûõ
ñîñòàâëÿþùèõ Ht âåêòîðà H: ∆Ht = (4π/c)[n× i].

Âñå ýòè ðàññóæäåíèÿ îáîáùàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íà ëþáûå �ðîòîðíûå
óðàâíåíèÿ�, â ÷àñòíîñòè, èç óðàâíåíèÿ (7) ñëåäóåò ∆Et = 0, ò. å. êàñàòåëü-
íûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà E íà ãðàíèöå ðàçäåëà íåïðåðûâíû.
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Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì â îäíîì ìåñòå ïîëíûé íàáîð ïîëó÷åííûõ âûøå
êðàåâûõ óñëîâèé, ñïðàâåäëèâûõ êàê äëÿ äèíàìèêè, òàê è äëÿ ñòàòèêè:

∆En = 4πσ, ∆Hn = 0,
∆Et = 0, ∆Ht = (4π/c)[n× i],

(10)

ãäå èíäåêñîì �n� îáîçíà÷àþòñÿ íîðìàëüíûå, à èíäåêñîì �t� � êàñàòåëüíûå
(= �òàíãåíöèàëüíûå�) ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ.

1.5 Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè,
çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà

Âåðíåìñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (1)�(4). Ïðèìåíèì îïåðàöèþ
∂t ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà (3) è îïåðàöèþ �cdiv� ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåí-
ñòâà (4), çàòåì ñëîæèì ïîëó÷åííûå òàêèì ïóòåì ñîîòíîøåíèÿ. Ïðè ó÷åòå
ðàâåíñòâà div rot = 0 ëåâûå ÷àñòè ñîêðàùàþòñÿ, è â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ñî-
îòíîøåíèå

∂tρ+ div j = 0, (11)

êîòîðîå íàçûâàþò �óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè�.

Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî èñòî÷íèêè ρ, j â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà
íå ìîãóò áûòü ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûìè� îíè îáÿçàòåëüíî äîëæíû óäî-
âëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè (11).

Åãî ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, åñëè ïåðåéòè ê èíòåãðàëüíîé
ôîðìå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà:

∂t

∫
dxρ ≡ ∂tQv = −

∫∫
jnds, (12)

ãäå Qv �ïîëíûé çàðÿä âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåìà, à èíòåãðàë â
ïðàâîé ÷àñòè � ïîòîê âåêòîðà j íàðóæó ÷åðåç îãðàíè÷èâàþùóþ åãî çà-
ìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü.

Ðàâåíñòâî (12) âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà: îí
íå ìîæåò íè �ðîæäàòüñÿ�, íè �èñ÷åçàòü�, îí ìîæåò òîëüêî �ïåðåòåêàòü�, ò. å.
çàðÿä Qv â ëþáîì çàäàííîì îáúåìå V ìîæåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî èç-çà åãî
ïåðåòåêàíèÿ ÷åðåç âíåøíþþ ãðàíèöó. Âåêòîð j èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè
ïîòîêà çàðÿäà, à èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (12) � ïîòîê ÷åðåç âíåøíþþ
ãðàíèöó.



1.6. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ïîòåíöèàëîâ 29

Çäåñü óìåñòíî îòìåòèòü ðàçëè÷èå ñìûñëà òåðìèíîâ �ñîõðàíÿåòñÿ� â
îáû÷íîé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñèñòåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâî-
áîäû è â çàäà÷àõ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïî ïðîñòðàíñòâó âåëè÷èíàìè òèïà
ïëîòíîñòè çàðÿäà ρ â ýëåêòðîäèíàìèêå. Â ïåðâîì ñëó÷àå òåðìèí �äàííàÿ
âåëè÷èíà ñîõðàíÿåòñÿ� îçíà÷àåò, ÷òî ýòà âåëè÷èíà (íàïðèìåð, ýíåðãèÿ äëÿ
êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì â ìåõàíèêå) íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Äëÿ ðàñïðå-
äåëåííûõ ïî ïðîñòðàíñòâó âåëè÷èí çàêîí ñîõðàíåíèÿ âñåãäà ôîðìóëèðó-
åòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè òèïà (11), â êîòîðîå âõîäèò ïðî-
èçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò îáúåìíîé ïëîòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé âåëè÷èíû
(â (11) ýòî çàðÿä, íî ïîòîì áóäóò è äðóãèå ïðèìåðû) è äèâåðãåíöèÿ âåêòî-
ðà ïëîòíîñòè ïîòîêà òîé æå âåëè÷èíû. Åñëè ïëîòíîñòü ïîòîêà äîñòàòî÷íî
õîðîøî óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè, òàê ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (12)
ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè îáúåìà V èñ÷åçàåò, òî �ïîëíîå êîëè÷åñòâî
äàííîé âåëè÷èíû âî âñåì ïðîñòðàíñòâå� ñîõðàíÿåòñÿ â îáû÷íîì äëÿ ìåõà-
íèêè ñìûñëå, ò. å. ïðîñòî íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Íî ïðè ýòîì �êîëè÷åñòâî
äàííîé âåëè÷èíû� â ëþáîì êîíå÷íîì îáúåìå V ìîæåò èçìåíÿòüñÿ çà ñ÷åò
åãî ïåðåòåêàíèÿ ÷åðåç ãðàíèöó, ÷òî è âûðàæàåòñÿ óðàâíåíèåì íåïðåðûâ-
íîñòè.

1.6 Ïåðåõîä îò íàïðÿæåííîñòåé ê ïîòåíöèàëàì.
Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ïîòåíöèàëîâ

Èç ìàòåìàòèêè èçâåñòíî, ÷òî âñÿêèé âåêòîð, äèâåðãåíöèÿ êîòîðîãî ðàâíà
íóëþ, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ðîòîðà íåêîòîðîãî äðóãîãî âåêòîðà,
à âåêòîð, ðîòîð êîòîðîãî ðàâåí íóëþ, ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì íåêîòîðîãî ñêà-
ëÿðà. Ïîýòîìó èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (1) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâó-
åò íåêîòîðûé âåêòîð A òàêîé, ÷òî H = rotA. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå
äëÿ H â óðàâíåíèå (2), ïîëó÷àåì rotE+ c−1∂t rotA = rot(E+ c−1∂tA) = 0.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñòîÿùàÿ ïîä îáùèì çíàêîì rot âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ
ãðàäèåíòîì íåêîòîðîãî ñêàëÿðà, êîòîðûé ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç ϕ:
E + c−1∂tA = −∇ϕ. Ôóíêöèþ ϕ íàçûâàþò ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì, A�
âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ôîðìóëû, âûðàæàþùèå íà-
ïðÿæåííîñòè E, H ÷åðåç ïîòåíöèàëû ϕ, A:

H = rotA, E = −∇ϕ− c−1∂tA. (13)
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