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Введение

Теория краевых задач для уравнений смешанного типа в силу ее
прикладной и теоретической значимости стала одним из важнейших
разделов теории дифференциальных уравнений с частными производ-
ными.
Начало исследований краевых задач для уравнений смешанного ти-

па было положено в известных работах Ф.Трикоми [210, 211] и С. Гел-
лерстедта [240], где впервые ставились и изучались краевые задачи для
модельных уравнений смешанного типа. Эти краевые задачи в настоя-
щее время носят названия «Задача Трикоми», «Задача Геллерстедта».
Следующим этапом в развитии теории краевых задач для уравнений

смешанного типа явились работы советских математиков М.А.Лаврен-
тьева, Ф.И.Франкля, И.Н. Векуа, А.В. Бицадзе, К.И. Бабенко, Л.В.Ов-
сянникова. В этих работах указывалось на актуальность проблем
уравнений смешанного типа для трансзвуковой газовой динамики,
магнитогидродинамических течений с переходом через скорость звука
и скорость Альфена, течений жидкости в открытом русле, для тео-
рии бесконечно малых изгибаний поверхностей, а также безмомент-
ной теории оболочек с кривизной переменного знака. В последние
годы на важность уравнений смешанного типа указано в работах
А.Д.Пилия и В.И.Фёдорова [159], Г.Г. Чёрного [225], Э.Г.Шифри-
на [226], Дж.Коула, Л.Кука [95], А.Г. Кузьмина [105] в связи с про-
блемами теории сопел Лаваля, теории плазмы и другими вопросами
механики.
В 50-е годы в работах Ф.И.Франкля, А.В. Бицадзе, К.И. Бабенко

было положено начало современной теории уравнений смешанного ти-
па. В этих работах наряду с задачами Трикоми и Геллерстедта были
поставлены и изучены новые краевые задачи для уравнений смешан-
ного типа.
В дальнейшем эти краевые задачи изучались многими авторами

как в СССР, так и за рубежом. К середине 70-х годов в совет-
ской и зарубежной печати было опубликовано несколько сотен ста-
тей, посвященных уравнениям смешанного типа. Основные результаты
этих работ и соответствующая им библиография приведены в мо-
нографиях А.В. Бицадзе [22, 23], Л. Берса [11], К.Г. Гудерлея [44],
М.М.Смирнова [201, 202], М.С.Салахитдинова [195], Т.Д.Джура-
ева [51, 52]. Американский математик М.Проттер [259], характеризуя
состояние теории уравнений смешанного типа к этому моменту, отме-
тил: «Вероятно, все эти отрывочные результаты в дальнейшем будут
собраны в виде единой всесторонней теории уравнений смешанного
типа в R2 подобно классической теории для эллиптических, гипербо-
лических и параболических уравнений. В данное время такая задача
представляется весьма трудной; распространение теории на случай
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трех и более измерений и на уравнения более высокого порядка, чем
второй, является делом еще более отдаленного будущего».
Член-корреспондент АН СССР А.В. Бицадзе на руководимых им

семинарах при МИАН неоднократно отмечал, что основные проблемы
уравнений смешанного типа 50-х и 60-х годов, связанные с вопросами
существования и единственности решения задачи Трикоми для общих
уравнений смешанного типа, единственности решений задачи Франкля
и обобщенной задачи Трикоми без каких-либо ограничений геометри-
ческого характера на эллиптическую часть границы области, до сих
пор еще не решены. Эти проблемы указаны в монографиях [11, 22].
Однако появившиеся в 80-е годы работы показали, что пер-

спективы развития теории уравнений смешанного типа можно оце-
нивать более оптимистично. Усилиями многих авторов получены
важные результаты, которые можно оценить как значительные ша-
ги на пути разработки общей теории уравнений смешанного типа.
Часть этих результатов изложена в монографиях А.В. Бицадзе [23],
В.Н. Врагова [41], Е.И.Моисеева [139], А.Г. Кузьмина [105], М.С.Са-
лахитдинова и А.К. Уринова [196, 197], А.М.Нахушева [154], в об-
зорной работе Д.К. Гвазова [43], диссертациях Г.Д.Каратопракли-
ева [88], Т.В. Чекмарева [224], В.П.Диденко [57], М.Мередова [130],
С.М.Пономарева [163], Т.Ш. Кальменова [77], Н.И.Попиванова [164],
В.И.Жегалова [65], Б.А. Бубнова [25], А.И. Кожанова [93], О.А. Ре-
пина [171], Р.С.Хайруллина [220], Л.С.Пулькиной [169] и в статьях
многих других авторов, на которые мы будем ссылаться ниже.
Основной задачей предлагаемой работы является изучение каче-

ственных и спектральных свойств решений уравнений и систем уравне-
ний смешанного типа в целях дальнейшей разработки метода принципа
максимума, альтернирующего метода типа Шварца, метода вспомо-
гательных функций и метода спектральных разложений для изуче-
ния краевых задач Трикоми, Франкля, обобщенной задачи Трикоми
и других для важных классов уравнений смешанного типа и решения
проблем, указанных в монографиях [11, 22, 156].
Далее перейдем к изложению основного содержания монографии,

которая состоит из пяти глав, разбитых на 32 параграфа. При этом
принята тройная нумерация формул, определений, теорем, лемм, заме-
чаний и рисунков. Например, формула (4.3.1) означает первую формулу
третьего параграфа четвертой главы.

Глава 1. В этой главе установлены принципы максимума для общего
уравнения смешанного типа в классе его регулярных и обобщенных
решений в областях гиперболичности, эллиптичности и (в целом)
в смешанной области при более слабых условиях на коэффициенты
изучаемого уравнения и класс решений. На основе этих результа-
тов установлены также принципы максимума и для других классов
уравнений смешанного типа. Здесь, по существу, построена некая
теория экстремальных свойств решений уравнений смешанного типа
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на плоскости, из которой следуют ранее известные результаты и ряд
нерешенных вопросов по теории задачи Трикоми и других аналогичных
краевых задач.
В §1.1 для уравнения смешанного типа

Lu ≡ K(y)uxx + uyy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u = F (x, y),
(0.1)

где yK(y) > 0 при y �= 0, в области D, ограниченной простой кривой
Жордана Γ, лежащей в полуплоскости y > 0 с концами A = (0, 0) и B =
= (l, 0), l > 0, и характеристиками AC и CB уравнения (0.1) при y < 0,
ставится задача Трикоми (задача Т).

Задача Т. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (0.2)

Lu(x, y) ≡ F (x, y), (x, y) ∈ D+ ∪D−; (0.3)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ Γ; (0.4)

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ AC, (0.5)

где ϕ и ψ — заданные достаточно гладкие функции, ϕ(A) = ψ(A),
D+ = D ∪ {y > 0}, D− = D ∪ {y < 0}.
При исследовании задачи Т и других аналогичных краевых за-

дач важную роль играет принцип экстремума, установленный впервые
в 1950 году А.В. Бицадзе для уравнения Лаврентьева. Далее в этом
параграфе приведен краткий обзор работ, посвященных принципу экс-
тремума для уравнений смешанного типа, и указаны причины интереса
к доказательству справедливости принципа экстремума.
В § 1.2 для уравнения гиперболического типа

L0(u) ≡ uξη + a(ξ, η)uξ + b(ξ, η)uη + C(ξ, η)u = f(ξ, η), (0.6)

заданного в характеристическом треугольнике Δ, ограниченном от-
резками A0B0, A0C0 и C0B0, где A0 = (0, 0), B0 = (l, l), C0 = (0, l),
изучены экстремальные свойства его решений.
Пусть α = aβ, β = exp

∫
bdξ, функции a, aξ, b и c непрерывны в Δ ∪

∪A0C0 и при (ξ, η) ∈ Δ удовлетворяют одному из следующих условий:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
h = aξ + ab− c � 0,

α(0, η) +

ξ∫

0

β(t, η)c(t, η) dt > 0;
(A1)

α(ξ, η) −
ξ∫

0

β(t, η)|h(t, η)| dt > 0. (A2)

Предполагается, что правая часть f(ξ, η) интегрируема по ξ на
каждом отрезке [0, ξ0] характеристики η = η0, 0 < ξ0 < η0 < l.
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Определение 1.2.1. Регулярным в области Δ решением урав-
нения (0.6) назовем функцию u(ξ, η), удовлетворяющую условиям:
1) u ∈ C(Δ) ∩ C1(Δ), uξη ∈ C(Δ), L0u ≡ f в Δ; 2) производная uη
непрерывна на Δ ∪ A0C0.

Теорема 1.2.1. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (0.6) облада-
ют отмеченной выше гладкостью и удовлетворяют условию (A1);
2) f(ξ, η) � 0 (� 0) в Δ; 3) u(ξ, η) — регулярное в Δ решение
уравнения (0.6), равное нулю на характеристике A0C0. Тогда если
max
Δ

u(ξ, η) > 0 (min
Δ

u < 0), то max
Δ

u (min
Δ

u) достигается на отрез-

ке A0B0.

Теорема 1.2.2. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (0.6) в обла-
сти Δ обладают отмеченной выше гладкостью и удовлетворяют
условию (A2); 2) f(ξ, η) ≡ 0 в Δ; 3) u(ξ, η) — регулярное в Δ решение
уравнения (0.6), равное нулю на характеристике A0C0. Тогда если
max
Δ

|u(ξ, η)| > 0, то этот максимум достигается на A0B0.

Определение 1.2.2. Обобщенным в области Δ решением уравне-
ния (0.6) назовем функцию u(ξ, η), если существует последователь-
ность регулярных в Δ решений {un(ξ, η)} уравнения (0.6), равномерно
сходящаяся к u(ξ, η) в Δ.

Теорема 1.2.3. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 1.2.1
и u(ξ, η) — обобщенное в Δ решение уравнения (0.6), равное нулю на
характеристике A0C0. Тогда если max

Δ
u > 0 (min

Δ
u < 0), то max

Δ
u

(min
Δ

u) достигается на A0B0.

Теорема 1.2.4. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 1.2.2
и u(ξ, η) — обобщенное в Δ решение уравнения (0.6), равное нулю на
A0C0. Тогда если max

Δ
|u(ξ, η)| > 0, то этот максимум достигается

на отрезке A0B0.

Следствие 1.2.1. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (0.6) в об-
ласти Δ удовлетворяют условию (A1); 2) f(ξ, η) � 0 (� 0) в Δ;
3) u(ξ, η) — обобщенное в Δ решение уравнения (0.6), равное нулю
на A0C0. Тогда если u � 0 (� 0) на отрезке A0B0, то u � 0 (� 0) в Δ.

В § 1.3 установлены экстремальные свойства решений уравне-
ния (0.1) в области D.

Определение 1.3.1. Регулярным в области D решением уравне-
ния (0.1) назовем функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям (0.2)
и (0.3), если (кроме того) производная uη ∈ C(Δ ∪ A0C0).
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Теорема 1.3.1. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (0.1) в обла-
сти D+ ограничены и C(x, y) � 0; 2) коэффициенты уравнения (0.1)
в области D− в характеристических координатах (ξ, η) удовлетво-
ряют условиям теоремы 1.2.1; 3) F (x, y) � 0 (� 0) на D+ ∪ D−;
4) u(x, y) — регулярное в D решение уравнения (0.1), равное
нулю на характеристике AC. Тогда если max

D
u > 0 (min

D
u < 0), то

max
D

u (min
D

u) достигается на кривой Γ.

Теорема 1.3.2. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (0.1) в обла-
сти D+ ограничены и C(x, y) � 0; 2) коэффициенты уравнения (0.1)
в области D− в характеристических координатах (ξ, η) удовлетво-
ряют условиям теоремы 1.2.2; 3) F (x, y) ≡ 0; 4) u(x, y) — регуляр-
ное в D решение уравнения (0.1), равное нулю на AC. Тогда если
max
D

|u(x, y)| > 0, то этот максимум достигается на дуге Γ.

Определение 1.3.2. Обобщенным в области D решением уравне-
ния (0.1) будем называть функцию u(x, y), если существует последова-
тельность регулярных в области D решений {un(x, y)} уравнения (0.1),
равномерно сходящаяся к u(x, y) в замкнутой области D.
Теоремы 1.3.1 и 1.3.2 переносятся в класс обобщенных в D решений

уравнения (0.1).

Следствие 1.3.4. Пусть: 1) коэффициенты уравнения (0.1) удо-
влетворяют условиям 1) и 2) теоремы 1.3.1; 2) F (x, y) � 0 (� 0) на
множестве D+ ∪D−; 3) u(x, y) — обобщенное в области D решение
уравнения (0.1), равное нулю на AC. Тогда если u � 0 (� 0) на Γ, то
u � 0 (� 0) в D.
Эти результаты далее переносятся на уравнения смешанного типа

с двумя перпендикулярными линиями изменения типа

K(y)uxx +N(x)uyy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u = F (x, y),

где yK(y) > 0 при y �= 0, xN(x) > 0 при x �= 0, и на уравнения
смешанного параболо-гиперболического типа

L1(u) ≡

⎧⎪⎨⎪⎩
uxx +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u =

= F (x, y), y > 0,
K(y)uxx + uyy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u =

= F (x, y), y < 0;

здесь K(y) < 0 при y < 0, B(x, y) < 0 при y � 0;

L2(u) ≡

⎧⎪⎨⎪⎩
uyy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u =

= F (x, y), y > 0,
K(y)uxx + uyy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u =

= F (x, y), y < 0,

где A(x, y) < 0 при y � 0.
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В § 1.4 приведены примеры уравнений смешанного типа, для кото-
рых справедливы принципы максимума, установленные в § 1.3, и по-
казаны применения для получения теорем единственности решения
задачи Т для уравнений смешанного типа со спектральным действи-
тельным параметром. Здесь только перечислим эти уравнения:

(sgn y)|y|nuxx + uyy + a0|y|
n−1
2 ux = F (x, y), n > 0, a0 <

n

2
;

yuxx + uyy + C(x, y)u = F (x, y);

(sgn y)|y|nuxx + (sgnx)|x|muyy = F (x, y), n,m � 0;

(sgn y)|y|nuxx + xmuyy = F (x, y), n > 0, m � − n

n+ 1
;

uxx + (sgn y)uyy +
k

x
ux = F (x, y), k > 0;

(sgn y)uxx + uyy − λu = F (x, y), λ > −λ20;
uxx + (sgn y)uyy − λu = F (x, y), λ > −λ20;{

uyy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u = 0, y > 0,

−uxx + uyy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u = 0, y < 0.

В § 1.5 изучается задача (0.2)–(0.5) для уравнения (0.1) при K(y) =
= (sgn y)|y|n, n � 0, F (x, y) ≡ 0. Пусть Γ — кривая из класса Ляпунова,
x = x(s), y = y(s) — параметрические уравнения этой кривой, 0 � s �
� S, S — длина кривой Γ, ϕ(s) = ϕ(x(s), y(s)). Доказана теорема.

Теорема 1.5.1. Пусть в области D при условии, когда кри-
вая Γ оканчивается в точках A и B сколь угодно малыми дугами
«нормальной» кривой, существует регулярное решение задачи Т
для уравнения (0.1). Тогда если функция ϕ(s) непрерывна на [0,S]
и ψ(x) — достаточно гладкая (т. е. функция ψ(x) такова, что
при достаточно гладкой функции ϕ(s) выполнено условие теоре-
мы 1.5.1) на [0, l/2], ψ(0) = ϕ(0) = ϕ(S) = 0, то существует един-
ственное обобщенное решение u(x, y) задачи Т с граничными данны-
ми u = ϕ на Γ и u = ψ на AC при произвольном подходе кривой Γ
к оси y = 0, за исключением случаев касания.
В § 1.6 для многомерного уравнения смешанного типа

n∑
i=1

uxixi + (sgn z)uzz +
2p
|z|uz = 0,

где n � 2, 0 � 2p < 1, в области G ⊂ Rn+1, полученной вращением
вокруг оси z плоской области из плоскости (x1, z), в классе его осе-
симметрических решений установлен принцип максимума. Показано
применение этого результата при исследовании пространственного ана-
лога задачи Трикоми.
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Глава 2. Во второй главе изучены спектральные свойства решений
задачи T для уравнений смешанного параболо-гиперболического и эл-
липтико-гиперболического типов.
В §§ 2.1, 2.2 предварительно получены интегральные представления

решений краевых задач Дарбу и формулы взаимосвязи между решени-
ями задач Дарбу и Коши для неоднородного телеграфного уравнения.
В § 2.3 доказана следующая теорема.

Теорема 2.3.2. Если функция u0(x, y) в области D (см. § 1.1)
является регулярным решением уравнения Лаврентьева–Бицадзе,

u0xx + (sgn y)u0yy = 0, u0(0, 0) = 0,

то функция

u(x, y) = u0(x, y)−
1∫

0

u0(xt, yt)
∂

∂t
J0

[√
λ(x2+(sgn y)y2(1−t))

]
dt (0.7)

является в области D регулярным решением уравнения

uxx + (sgn y)uyy + λu = 0; (0.8)

при этом область D+ предполагается звездной относительно на-
чала координат.

Показано применение формулы (0.7) при исследовании задачи Три-
коми для уравнения (0.8).
В § 2.4 исследуется задача Трикоми для уравнения

L1u ≡
{
uxx − uy − λ1u = 0, y > 0,

−uxx + uyy − λ2u = 0, y < 0,
(0.9)

где λ1 и λ2 — вещественные параметры, в области Ω, ограничен-
ной отрезками AC (x + y = 0), CB (x − y = l), BB1 (x = l), B1A1
(y = d > 0) и A1A (x = 0).

Задача Т. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω) ∩ C2,1x,y(Ω+ ∪ A1B1) ∩C2(Ω−); (0.10)

L1u ≡ 0, (x, y) ∈ Ω− ∪Ω+ ∪ A1B1; (0.11)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ CA ∪AA1 ∪BB1, (0.12)

где ϕ — заданная достаточно гладкая функция.
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Теорема 2.4.1. Пусть u(x, y) — решение однородной задачи
(0.10)–(0.12) (где ϕ(x, y) ≡ 0) из класса регулярных 1) в Ω решений
уравнения (0.9), удовлетворяющее условию

lim
x→0+0

u(x, 0)ux(x, 0) = lim
x→l−0

u(x, 0)ux(x, 0) = 0.

Тогда u(x, y) ≡ 0 в Ω при всех λ2 � 0 и λ1 > −
(π
l

)2
.

Теорема 2.4.2. Пусть выполнены условия теоремы 2.4.1. Тогда

u(x, y) ≡ 0 в Ω при всех λ2 < 0 и λ1 > −λ2 −
(
π

l

)2
. В случае λ2 =

= 0 и λ1 = −1
4
−
(
nπ

l

)2
, n ∈ N, однородная задача (0.10)–(0.12) (где

ϕ(x, y) ≡ 0) имеет собственные функции.

Теорема 2.4.3. Однородная задача (0.10)–(0.12) (где ϕ(x, y) ≡ 0)
при λ2 < 0 и λ1 + λ2 � −

(
π

l

)2
имеет неотрицательную собствен-

ную функцию, которой соответствует положительное собствен-
ное значение 1

μ0
. Это собственное значение простое и строго мень-

ше абсолютной величины остальных собственных значений.
Из этих теорем следует, что если даже λ1 � 0, что в области

параболичности гарантирует выполнение принципа экстремума для
уравнения (0.9), то найдется такое значение λ2 < 0, при котором одно-
родная задача Т для уравнения (0.9) имеет ненулевое неотрицательное
решение.
В §§2.5–2.8 исследуется спектральная задача Трикоми (задача Tλ)

для оператора Лаврентьева–Бицадзе и обобщенного оператора Трико-
ми или Геллерстедта, в т. ч. вопросы расположения спектра этой задачи
на комплексной плоскости (λ). В случае, когда область эллиптичности
является сектором с центром в точке A(0, 0), найдены собственные
значения и построена соответствующая система собственных функций
задачи Tλ, которая исследована на полноту и базисность, и показано
их применение при построении решения задачи Трикоми в виде суммы
биортогонального ряда.
Рассмотрим уравнение (0.1) при K(y) = (sgn y)|y|n, A(x, y) =

= B(x, y) = F (x, y) ≡ 0, C(x, y) = λK(y), т. е. уравнение вида

Lu = (sgn y)|y|nuxx + uyy − λ(sgn y)|y|nu = 0, (0.13)

где n = const � 0,

λ = μ2 =

{
λ1 = μ21, y > 0,

λ2 = μ22, y < 0,

1) См. определение 2.4.1 § 2.4 главы 2.
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λ1 и λ2 — заданные числовые, вообще говоря, комплексные параметры
в области D (см. § 1.1), ограниченной гладкой кривой Γ, лежащей
в полуплоскости y > 0 с концами в точках A(0, 0) и B(l, 0), l > 0, а при
y < 0 характеристиками

AC : x− 2
n+ 2

(−y)n+2
2 = 0, CB : x+

2
n+ 2

(−y)n+2
2 = l

уравнения (0.13), и поставим задачу Т.

Задача T. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую следующим
условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (0.14)

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (0.15)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ Γ; (0.16)

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ AC. (0.17)

В §2.5 найдены условия относительно параметров λ1 и λ2, при
которых однородная задача (0.14)–(0.17) (где ϕ(x, y) ≡ 0, ψ(x, y) ≡ 0)
имеет только нулевое решение.
Пусть в уравнении (0.13) n = 0. Тогда справедливы следующие

утверждения.

Теорема 2.5.1. Если в классе регулярных в области D реше-
ний уравнения (0.13) существует решение задачи T, т. е. зада-
чи (0.14)–(0.17), то оно единственно при всех λ2 � 0 и λ1 > −p =
= −4/9mesD+, где mesD+ — мера области D+.

Теорема 2.5.2. Если в классе регулярных в области D решений
уравнения (0.13) существует решение задачи T, то оно единственно
при всех λ2 < 0 и λ1 > −λ2 − p.

Пусть теперь λ1 и λ2 являются комплексными числами: λ1 = λ11 +
+ iλ12, λ2 = λ21 + iλ22, μ1 = μ11 + iμ12, μ2 = μ21 + iμ22, λij ,μi,j ∈ R,
i, j = 1, 2.

Теорема 2.5.3. Если в классе регулярных в D решений уравне-
ния (0.13) существует решение задачи T, то оно единственно при
всех λ1 и λ2, удовлетворяющих неравенству

2Reλ1 +Reλ2 > |λ2| − 2p.

Пусть теперь в уравнении (0.13) n > 0. В этом случае установлены
следующие утверждения.
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Теорема 2.5.4. Если в классе регулярных в области D решений
уравнения (0.13) существует решение задачи T, то оно единственно
при всех λ2 � 0 и λ1 > −p1 = − 1

CD+

, где CD+ — положительная

постоянная, зависящая только от размеров области D+.

Теорема 2.5.5. Если в классе регулярных в области D решений
уравнения (0.13) существует решение задачи T, то оно единствен-
но при всех λ2 < 0 и λ1 > −λ2 − p1.

Теорема 2.5.6. Если в классе регулярных в D решений уравне-
ния (0.13) существует решение задачи T, то оно единственно при
всех комплексных λ1 и λ2, удовлетворяющих неравенству

2Reλ1 +Reλ2 > |λ2| − 2p1.

В § 2.6 исследуются на базисность системы
{
sin
(
n − β

2

)
θ
}∞

n=1
,{

cos
(
n− β

2

)
θ
}∞

n=1
,
{
sin
(
n− β

2

)
θ +

γ

2

}∞

n=1
, где β, γ ∈ R, в простран-

стве Lp[0,π] при всех p > 1. Установлены необходимые и достаточные
относительно параметра β условия базисности этих систем в Lp[0,π].
Изучены вопросы разложения функции в биортогональный ряд и схо-
димости ряда в Lp[0,π] и C[0,π].
В §§ 2.7, 2.8 в случае, когда область эллиптичности является сек-

тором с центром в точке A(0, 0), найдены собственные значения λnm
как нули функции Бесселя и построена соответствующая система
собственных функций спектральной задачи Tλ (где λ1 = λ2 = λ). По-
казано, что система собственных функций задачи Tλ полна и образует
базис в L2(D+), L2(D−), но не полна в L2(D).
При λ1 = λ2 = λ �= λnm, где λnm — собственные значения зада-

чи Tλ, на основании системы собственных функций решение задачи T
построено в виде суммы ряда.

Глава 3. В этой главе получены утверждения, которые представляют
собой дальнейшее развитие ранее доказанного А.В. Бицадзе принципа
максимума модуля решений одной эллиптической системы для других
классов систем дифференциальных уравнений в частных производных;
установлены новые принципы экстремума для различных типов систем
дифференциальных уравнений с частными производными. Показаны
применения этих результатов при исследовании задачи Трикоми для
некоторых систем уравнений смешанного типа.
В § 3.1 для системы

LU ≡
m∑

p,q=1

ApqUpq +

m∑
p=1

BpUp + CU = 0, (0.18)
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где Apq, Bp, C — заданные вещественные матрицы порядка n × n,
n � 2, U = (u1,u2, ... ,un), Up = ∂U/∂xp, Upq = ∂2U/∂xp∂xq, за-
данной в области D пространства Rm точек x = (x1,x2, ... ,xm),
установлены внутренние и граничные принципы максимума модуля

|U | =
( n∑

i=1

u2i (x)
)1/2

ее регулярных решений. Наряду с системой (0.18)

рассмотрим уравнение

M(|U |) = (e,L|U |e) =
∑
p,q

(e,Apqe)|U |pq +

+
∑
p

|U |p
[
(e,Bpe) + 2

∑
p

(e,Apqeq)
]
+ (e,Le)|U | = 0, (0.19)

где e = (e1, e2, ... , en), ei = ui/|U |; (U ,V ) — означает скалярное произ-
ведение.
Пусть коэффициенты уравнения (0.19) локально ограничены

и квадратичная форма
∑

p,q

(e,Apqe)ξpξq неотрицательно определена

в области G = D \ {x ∈ D : |U(x)| = 0}.
Теперь для примера сформулируем одну из четырех теорем из

данного параграфа.

Теорема 3.1.2. Пусть: 1) оператор M локально равномерно эл-
липтичен и (e,Le) � 0 в G; 2) U(x) — регулярное в D решение
системы (0.18) и U(x) �≡ const. Тогда модуль |U(x)| не может до-
стигать положительного локального максимума ни в одной точке
области D.

Здесь приведены примеры, для которых выполнены условия дока-
занных принципов максимума, а также примеры, выясняющие суще-
ственность наложенных условий.
В § 3.2 для эллиптической системы

Li(U) ≡ aipquixpxq + bipuixp +

n∑
k=1

cikuk = fi, (0.20)

где i = 1,n, n � 2, индексы p и q означают суммирование по этим
индексам от 1 до m; aipq(x), bip(x), cik(x) — заданные в области
D ⊂ Rm вещественные локально ограниченные функции, причем для
каждого i: aipq(x) = aiqp(x) и квадратичная форма aipq(x)ξpξq � 0
в области D, установлены новые принципы экстремума ее регулярных
решений.
Для примера сформулируем здесь две теоремы.
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Теорема 3.2.3. Пусть в области D оператор Li при каждом i
локально равномерно эллиптичен и cik � 0 при k �= i, cii +

∑

k �=i

cik � 0,

fi � 0 (� 0) и U(x) — регулярное в D решение системы (0.20);
при этом функции ui(x) не равны постоянной в любой подобласти
области D. Тогда если max

i
max
D

ui(x) = uj(x) > 0 (min
i

min
D

ui(x) =

= uj(x) < 0), то uj(x) достигается только на границе области D.

Теорема 3.2.7. Пусть: 1) выполнены условия теоремы 3.2.3;
2) max

i
max
D

ui(x) = uj(x) > 0 (min
i

min
D

ui(x) = uj(x) < 0), x ∈ ∂D;

3) граница области D удовлетворяет условию конуса 1). Тогда для
любого ε ∈ [0,α] в любой окрестности V ⊂ ∂D точки x найдется
точка x′ ∈ V такая, что для любого вектора l, исходящего из
точки x′ и образующего с вектором k(x′) угол, не больший (α − ε),
справедливо неравенство

∂uj(x
′)

∂l
< 0

(
∂uj(x′)
∂l

> 0

)
,

где k(x) — непрерывное единичное векторное поле, заданное на ∂D.
В § 3.3 для гиперболической системы

L0(U) ≡ Uξη + a(ξ, η)Uξ + b(ξ, η)Uη + c(ξ, η)U = 0, (0.21)

где a, b — числовые функции, c — квадратная матрица из числовых
функций cik(ξ, η), i, k = 1,n, n � 2, заданной в области Δ (см. § 1.2
главы 1), установлен принцип максимума модуля |U(ξ, η)| в классе ее
регулярных и обобщенных решений.
Пусть коэффициенты системы (0.21) a, b, cik и aξ непрерывны

на Δ ∪ A0C0 и при (ξ, η) ∈ Δ удовлетворяют одному из следующих
условий:

α(ξ, η)−
ξ∫

0

β(t, η)

√√√√ n∑
i=1

(
h2i +

∑
k �=i

c2ik

)
dt > 0, (0.22)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
hi = aξ + ab− cii = aξ + ab− c0 = h,

α(ξ, η) −
ξ∫

0

β(t, η)

[
|h|+

√√√√ n∑
i=1

∑
k �=i

c2ik

]
dt > 0,

(0.23)

где α = βa, β = exp
∫
b dξ.

1) См. определение 3.1.1 главы 3.
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Теорема 3.3.1. Пусть коэффициенты системы (0.21) в обла-
сти Δ удовлетворяют отмеченным выше условиям гладкости
и условию (0.22) или (0.23), а U(ξ, η) — регулярное в Δ решение
системы (0.21), равное нулю на характеристике A0C0. Тогда если
max
Δ

|U(ξ, η)| > 0, то он достигается на A0B0.

Это утверждение переносится и в класс обобщенных в Δ решений
системы (0.21).

В § 3.4 (аналогично § 3.2) для гиперболической системы

Li(U) ≡ uiξη+ai(ξ, η)uiξ+bi(ξ, η)uiη+
n∑

k=1

cik(ξ, η)uk = fi(ξ, η), (0.24)

где i = 1,n, n � 2; ai, bi, cik, fi — числовые функции, заданной в об-
ласти Δ, установлены новые экстремальные свойства ее регулярных
и обобщенных решений.
Пусть αi = aiβi, βi = exp

∫
bidξ, hi = aiξ + aibi − cii; функции ai,

bi, cik и aiξ, непрерывны на множестве Δ ∪ A0C0 и при (ξ, η) ∈ Δ
удовлетворяют одному из следующих условий:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

hi � 0, cik � 0 при k �= i,

αi(0, η) +

ξ∫

0

βi(t, η)
n∑

k=1

cik(t, η) dt > 0;
(0.25)

αi(ξ, η)−
ξ∫

0

βi(t, η)

(
|hi|+

n∑
k �=i

|cik|
)
dt > 0. (0.26)

Предполагается, что функции fi(ξ, η) интегрируемы по ξ на каждом
отрезке [0, ξ0] прямой η = η0, 0 < ξ0 < η0 < l.

Теорема 3.4.1. Пусть: 1) коэффициенты системы (0.24) и ее
правая часть обладают отмеченной выше гладкостью и удовлетво-
ряют условию (0.25); 2) fi � 0 (fi � 0) в области Δ; 3) U(ξ, η) —
регулярное в Δ решение системы (0.24), равное нулю на характе-
ристике A0C0. Тогда если max

i
max
Δ

ui > 0 (min
i

min
Δ

ui < 0), то этот

максимум (минимум) достигается на отрезке A0B0.

Теорема 3.4.2. Пусть: 1) коэффициенты системы (0.24) облада-
ют отмеченной выше гладкостью и удовлетворяют условию (0.26);
2) fi(ξ, η) ≡ 0 в Δ; 3) U(ξ, η) — регулярное в Δ решение си-
стемы (0.24), равное нулю на характеристике A0C0. Тогда если
max

i
max
Δ

|ui(ξ, η)| > 0, то этот максимум достигается на отрез-

ке A0B0.
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Эти утверждения распространяются на класс обобщенных на обла-
сти Δ решений системы (0.24).
В § 3.5 для системы уравнений смешанного типа

LU ≡ K(y)Uxx + Uyy + AUx +BUy + CU = 0, (0.27)

где K(y), A(x, y), B(x, y) — числовые функции, yK(y) > 0 при y �= 0,
C(x, y) — квадратная матрица порядка n, n � 2, заданной в области D
пространства R2 переменных (x, y) (см. § 1.1 главы 1), установлен прин-
цип максимума модуля |U(x, y)| ее регулярных и обобщенных решений.

Теорема 3.5.1. Пусть: 1) коэффициенты системы (0.27) в об-
ласти D+ ограничены и C(x, y) — неположительно определенная
матрица; 2) коэффициенты системы (0.27) в области D− в харак-
теристических координатах (ξ, η) удовлетворяют условиям тео-
ремы 3.3.1; 3) U(x, y) — регулярное в D решение системы (0.27),
равное нулю на характеристике AC. Тогда если max

D
|U | > 0, то

этот максимум достигается на кривой Γ.

Эта теорема переносится на класс обобщенных в D решений систе-
мы (0.27). Далее показаны применения теоремы 3.5.1 для получения
теорем единственности решения задачи Трикоми для системы (0.27),
уравнения Лаврентьева–Бицадзе с комплексным спектральным пара-
метром и для одной нелинейной системы уравнений смешанного типа.
В § 3.6 для системы уравнений смешанного типа

LiU ≡ K(y)uixx + uiyy +Aiuix +Biuiy +

n∑
k=1

Cikuk = Fi, (0.28)

где yK(y) > 0 при y �= 0, K(y), Ai(x, y), Bi(x, y), Cik(x, y), Fi(x, y) —
известные числовые функции, i = 1,n, n � 2, заданной в области D
изучаются новые экстремальные свойства ее регулярных и обобщен-
ных решений. Показаны применения этих результатов при изучении
следующей задачи Трикоми.

Задача Т. Найти функции ui(x, y), удовлетворяющие условиям:

ui(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (0.29)

LiU ≡ Fi(x, y), (x, y) ∈ D+ ∪D−; (0.30)

ui(x, y) = ϕi(x, y), (x, y) ∈ Γ; (0.31)

ui(x, y)|AC = ψi(x), 0 � x � l/2, (0.32)

где ϕi, ψi — заданные достаточно гладкие функции.
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Теорема 3.6.1. Пусть: 1) в области D+ коэффициенты систе-
мы (0.28) ограничены и

Cik � 0 при k �= i, Cii +
∑
k �=i

Cik � 0;

2) коэффициенты системы (0.28) и функции Fi(x, y) в области D−
в характеристических координатах (ξ, η) удовлетворяют условиям
теоремы 3.4.1; 3) Fi(x, y) � 0 (� 0) в D+ ∪ D−; 4) U(x, y) — регу-
лярное в D решение системы (0.28), равное нулю на характеристи-
ке AC. Тогда если max

i
max
D

ui(x, y) > 0 (min
i

min
D

ui(x, y) < 0), то этот

максимум (минимум) достигается на кривой Γ.

Теорема 3.6.2. Пусть: 1) в области D+ коэффициенты си-
стемы (0.28) ограничены и Cii +

∑
k �=i |Cik| � 0; 2) коэффициенты

системы (0.28) в области D− в характеристических координа-
тах (ξ, η) удовлетворяют условиям теоремы 3.4.2; 3) Fi(x, y) ≡ 0
в D+ ∪ D−; 4) U(x, y) — регулярное в D решение системы (0.28),
равное нулю на AC. Тогда если max

i
max
D

|ui(x, y)| > 0, то этот

максимум достигается на кривой Γ.

Теоремы 3.6.1 и 3.6.2 переносятся на класс обобщенных в обла-
сти D решений системы (0.28).

Следствие 3.6.1. Если коэффициенты системы (0.28) удовлетво-
ряют условиям теоремы 3.6.1 или 3.6.2 и в классе обобщенных
в D решений системы (0.28) существует решение задачи Т, то оно
единственно.

Следствие 3.6.2. Пусть: 1) коэффициенты системы (0.28) удо-
влетворяют условиям 1) и 2) теоремы 3.6.1; 2) Fi(x, y) � 0 (� 0)
в D+ ∪ D−; 3) U(x, y) — обобщенное в D решение системы (0.28),
равное нулю на характеристике AC. Тогда если ui � 0 (� 0) на σ,
то ui � 0 (� 0) в D.

В § 3.7 изучается вопрос о разрешимости задачи (0.29)–(0.32) для
системы (0.28) при K(y) = (sgn y)|y|m, m � 0 и Fi ≡ 0, т. е.

LiU ≡ (sgn y)|y|muixx + uiyy +Aiuix +Biuiy +

n∑
k=1

Cikuk = 0.

Пусть коэффициенты этой системы Ai(x, y), Bi(x, y) ∈ C1(D+) ∩
∩ C1(D−), Cik(x, y) ∈ C(D+) ∩ C(D−) и удовлетворяют условиям тео-
ремы 3.6.1; Γ — из класса Ляпунова, ϕi(s) = ϕi(x(s), y(s)), x = x(s),
y = y(s) — параметрические уравнения кривой Γ, 0 � s � S, S — длина
кривой Γ.
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Теорема 3.7.1. Пусть в области D при условии, когда кри-
вая Γ оканчивается в точках A и B сколь угодно малыми ду-
гами «нормальной» кривой, существует регулярное решение зада-
чи (0.29)–(0.32). Тогда если функции ϕi(s) непрерывны на [0,S]
и ψi(x) — достаточно гладкие (т. е. функции ψi(x) таковы, что
при достаточной гладкости функции ϕi(s) выполнено условие тео-
ремы 3.7.1) на [0, l/2], ϕi(0) = ϕi(S) = ψi(0) = 0, то существует
единственное обобщенное решение ui(x, y) задачи Т с граничными
данными ui = ϕi на Γ и ui = ψi на AC при любом подходе кривой σ
к оси y = 0, за исключением случаев касания.

Глава 4. Эта глава посвящена задаче Франкля (задаче Φ) для
уравнения

Lu ≡ K(y)uxx + uyy − λ(y)u = 0, (0.33)

где yK(y) > 0 при y �= 0, в области D, ограниченной отрезком AA′ оси
x = 0, −a < y < a, a > 0; характеристикой A′C уравнения (0.28), A′ =
= (0,−a), C = (c, 0); отрезком CB оси y = 0, c � x � b, и кривой Γ из
класса Ляпунова с концами в точках B = (b, 0) и A = (0, a), лежащей
в первой четверти.
Здесь:

1) развитием метода вспомогательных функций получены новые
теоремы единственности решения задачи Φ для уравнения (0.33) при
более слабых ограничениях на кривую Γ, функцию K(y) и класс
решений;

2) путем установления новых качественных свойств обобщенно
аналитических функций окончательно решена проблема единственно-
сти решения задачи для двух классов уравнений смешанного типа,
среди которых уравнение Чаплыгина, для которого в 1956 году и была
поставлена задача;

3) найдены собственные значения и соответствующие собствен-
ные функции спектральной задачи Франкля для уравнения Лаврен-
тьева–Бицадзе со спектральным комплексным параметром и изучены
их свойства;

4) показаны применения этих результатов при разрешимости за-
дачи Φ.

В § 4.1 приводится постановка задачи Франкля для урав-
нения (0.33) и обзор работ, посвященных этой задаче. Пусть
D1 = D ∪ {y > 0}, OP — часть характеристики уравнения (0.33),
выходящей из точки O = (0, 0) до пересечения с A′C в точке P ;
D2 — область, ограниченная кривыми OP , PC и OC; D3 — область,
ограниченная кривыми OA′, A′P и PO.
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Задача Φ. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D ∪OA ∪OA′ \OP ) ∩ C2(D1 ∪D2 ∪D3); (0.34)
Lu ≡ 0, (x, y) ∈ D1 ∪D2 ∪D3; (0.35)

u(x, y) = ϕ1(x, y), (x, y) ∈ Γ; (0.36)

u(x, 0) = ϕ2(x), c � x � b; (0.37)

u(0, y)− u(0,−y) = ϕ3(y), 0 � y � a; (0.38)

ux(0, y) = 0, 0 < |y| < a, (0.39)

где ϕi — заданные достаточно гладкие функции, i = 1, 2, 3, ϕ2(b) =
= ϕ1(0, b).
В § 4.2 получены теоремы единственности решения задачи Φ в клас-

се регулярных в D решений уравнения (0.33).

Определение 4.2.1. Под регулярным в области D решением урав-
нения (0.33) будем понимать функцию u(x, y), удовлетворяющую усло-
виям (0.34) и (0.35), и, кроме того, функция −uydx+Kuxdy суммиру-
ема вдоль кривых A′C, OB, Γ и обеих сторон характеристики OP .
Пусть n = (n1,n2) — единичный вектор внутренней нормали

к кривой A′C ∪ Γ, n1(s) = −dy/ds, n2(s) = −dx/ds, ymin = min y,
ymax = max y в D.

Теорема 4.2.1. Пусть: 1) на кривой Γ отсутствуют точки,
при переходе которых n1(s) меняет знак, а n2(s) = 1; 2) K(y) ∈
∈ C[ymin, 0] ∩ C1[ymin, 0] ∩ C[0, ymax] ∩ C1[0, ymax], K(y) + K(−y) � 0
при 0 � y � a и x = 0; 3) функция λ(y) такова, что существует
решение уравнения Риккати

μ′(y) + μ2(y) = λ(y), ymin < y < ymax, (0.40)

из класса C1[ymin, ymax]. Тогда если в классе регулярных в D решений
уравнения (0.33) существует решение задачи (0.34)–(0.39), то оно
единственно.
В частности, когда λ(y) = const, из уравнения (0.40) нетрудно

найти μ(y) и показать справедливость теоремы 4.2.1 при всех λ, удо-
влетворяющих неравенству

λ > −π2/(ymax − ymin)
2. (0.41)

В теореме 4.2.1 присутствует некоторое геометрическое ограниче-
ние на кривую Γ, которое слабее, чем ранее известные условия. В по-
следующих утверждениях получена единственность решения задачи Φ
без каких-либо ограничений геометрического характера на кривую Γ.
В области D рассмотрим уравнение (0.33) при λ(y) ≡ 0, т. е. урав-

нение типа Чаплыгина

K(y)uxx + uyy = 0. (0.42)
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Теорема 4.2.2. Пусть: 1) выполнено условие 2) теоремы 4.2.1;
2) u(x, y) — решение однородной задачи Φ из класса регулярных
в области D решений уравнения (0.42). Тогда u(x, y) ≡ 0 в D.
Рассмотрим уравнение (0.33) при K(y) = (sgn y)|y|m, m � 0, λ(y) =

= λ = const, т. е. уравнение

(sgn y)|y|muxx + uyy − λu = 0. (0.43)

Теорема 4.2.4. Если в классе регулярных в D решений уравне-
ния (0.43) существует решение задачи Φ, то оно единственно при
всех λ, удовлетворяющих неравенству (0.41).
В § 4.3 найдены собственные значения и соответствующие собствен-

ные функции спектральной задачи Франкля для уравнения

Lu ≡ uxx + (sgn y)uyy + λ sgn (x+ y)u = 0,

где λ — комплексный параметр, в случае, когда область D1 является
частью круга: x2 + y2 < a2, x, y > 0, a = const > 0.

Задача Φλ. Найти значения параметра λ и соответствующие
им функции u(x, y), удовлетворяющие условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D ∪ AO ∪OA′ \OP ) ∩ C2(D1 ∪D2 ∪D3);
Lu ≡ 0, (x, y) ∈ D1 ∪D2 ∪D3;

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ CB ∪ Γ; ux(0, y) = 0, 0 < |y| < a;

u(0, y)− u(0,−y) = 0, 0 � y � a.

На основании результатов § 2.1 задача Φλ сведена к эллиптической за-
даче на собственные значения: найти значения параметра λ и соот-
ветствующие им собственные функции u(x, y), удовлетворяющие
условиям:

u(x, y) ∈ C(D1) ∩ C1(D1 ∪OA ∪OC) ∩C2(D1);
uxx + uyy + λu = 0, (x, y) ∈ D1;

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ CB ∪ Γ; ux(0, y) = 0, 0 < |y| < a;

u(x, 0)− u(0,x) =

x∫

0

uy(t, 0)J0[
√
λ (x− t)] dt, 0 � x � a,

где J0(· ) — функция Бесселя первого рода.
В случае, когда точки C и B совпадают, a = c = b = 1 и кривая Γ

является частью окружности x2 + y2 = 1, x > 0, y > 0, методом разде-
ления переменных найдены собственные значения и соответствующие
собственные функции этой задачи, затем и задачи Φλ. Далее изучены
свойства системы собственных функций задачи Φλ на полноту и ба-
зисность.
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В §§4.4 и 4.5 на основании предыдущих результатов получены
теоремы существования решения задачи Φ для некоторых классов
уравнений смешанного типа.

Глава 5. Данная глава посвящена обобщенной задаче Трикоми для
уравнения смешанного типа (0.33). Аналогично главе 4 здесь путем
развития метода вспомогательных функций и изучения качественных
свойств решений уравнения (0.33) в области эллиптичности получены
новые теоремы единственности решения обобщенной задачи Трикоми
и показаны их применения.
В § 5.1 дается постановка обобщенной задачи Трикоми (задачи M

по терминологии А.В. Бицадзе) и обзор работ, посвященных этой
задаче.
В § 5.2 рассмотрим уравнение (0.33) в области D с границей ∂D,

состоящей при y > 0 из спрямляемой жордановой кривой Γ с концами
в точках A = (0, 0) и B = (l, 0), l > 0, а при y < 0 из кусочно-глад-
кой кривой AC: K(y)n21 + n22 � 0, n1(s) � 0, и характеристики CB:
K(y)n21 + n22 = 0, n1(s) < 0, уравнения (0.33), где n = (n1,n2) — еди-
ничный вектор внутренней нормали к границе области.

Задача М. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (0.44)

Lu ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (0.45)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ Γ; (0.46)

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ γ, (0.47)

где ϕ, ψ — заданные достаточно гладкие функции, ϕ(A) = ψ(A),
γ = AC, D+ ∩ {y > 0}, D− ∩ {y < 0}.

Определение 5.2.1. Регулярным в области D решением уравне-
ния (0.33) будем называть функцию u(x, y), удовлетворяющую усло-
виям (0.44), (0.45) и, кроме того, функция 2uxuydx ± (Ku2x − u2y) dy
суммируема вдоль кривых Γ, AC, CB и u(x, y) ∈ C1(D− ∪ AC).

Теорема 5.2.1. Пусть: 1) кривая Γ — из класса Ляпунова и на
ней отсутствуют точки, при переходе которых n1(s) меняет знак,
а n2(s) = 1; 2) K(y) ∈ C[ymin, 0] ∩ C1[ymin, 0] ∩ C[0, ymax] ∩ C1[0, ymax];
3) функция λ(y) такова, что существует решение μ(y) уравнения
Риккати

μ′(y) + μ2(y) = λ(y), ymin < y < ymax, (0.48)

из класса C1[ymin, ymax]. Тогда если в классе регулярных в D решений
уравнения (0.33) существует решение задачи (0.44)–(0.47), то оно
единственно.
В частности, когда λ(y) = const, то теорема 5.2.1 справедлива при

всех λ, удовлетворяющих неравенству (0.41).
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В § 5.3 рассматривается вариант задачи M, предложенный Л.В.Ов-
сянниковым, и доказывается единственность решения задачи M без
каких-либо ограничений геометрического характера на кривую Γ.
Рассмотрим уравнение типа Чаплыгина,

K(y)uxx + uyy = 0, yK(y) > 0 при y �= 0, (0.49)

в области D (см. § 5.1), где кривая AC в некоторой окрестности
точки A совпадает с характеристикой AC1, а затем параллельна оси
y = 0 до пересечения в точке C с характеристикой CB.

Определение 5.3.1. Регулярным в области D решением уравнения
(0.49) будем называть функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям
(0.44), (0.45), и дополнительно потребуем, чтобы функция −uydx +
+Kuxdy была суммируемой вдоль кривых AC, CB, Γ и AB.

Теорема 5.3.1. Пусть: 1) кривая Γ — из класса Ляпунова;
2) K(y) ∈ C[ymin, 0] ∩ C1[ymin, 0] ∩ C[0, ymax] ∩ C1[0, ymax]; 3) u(x, y) —
решение однородной задачи M из класса регулярных в D решений
уравнения (0.49); 4) точка A не является предельной точкой мно-
жества {(x, y) ∈ Γ ∪ A : K(y)u2x + u2y = 0}. Тогда u(x, y) ≡ 0 в D.

Отметим, что условие 4) теоремы 5.3.1 выполнено, например, когда
при малых y � 0 функцияK(y) = (sgn y)|y|m,m � 0, или удовлетворяет
условиям теорем Франкля–Проттера о единственности решения задачи
Трикоми для уравнения Чаплыгина.
В этом же параграфе в области D рассматривается еще один класс

уравнений смешанного типа:

Lu ≡ (sgn y)|y|muxx + uyy − λ(y)u = 0, m > 0. (0.50)

Теорема 5.3.2. Пусть: 1) кривая Γ — из класса Ляпунова;
2) функция λ(y) такова, что существует решение μ(y) уравне-
ния (0.48) из класса C1[ymin, ymax]; 3) u(x, y) — решение однородной
задачи M для уравнения (0.50) из класса его регулярных в D реше-
ний. Тогда u(x, y) ≡ 0 в D.

В случае λ(y) = const теорема 5.3.2 справедлива при всех λ, удов-
летворяющих неравенству (0.41).
В § 5.4 результаты § 5.3 перенесены на случай задачи Трикоми для

уравнений (0.49) и (0.50).
В §§5.5 и 5.6 на основании предыдущих результатов получены

теоремы существования решения задачи M для некоторых классов
уравнений смешанного типа.
Основные результаты данной монографии опубликованы в статьях

автора [83–86, 172–194], которые были получены при прохождении
докторантуры на кафедре общей математики факультета вычисли-
тельной математики и кибернетики МГУ им.М.В.Ломоносова при
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активной поддержке А.В. Бицадзе , В.А.Ильина и Е.И.Моисеева.
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Во второе издание данной монографии (первое издание вышло
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ПРИНЦИП МАКСИМУМА ДЛЯ УРАВНЕНИЙ

СМЕШАННОГО ТИПА И ЕГО ПРИМЕНЕНИЯ

§1.1. Краткий обзор известных результатов

Рассмотрим уравнение

Lu ≡ K(y)uxx + uyy +Aux +Buy + Cu = F , (1.1.1)

где yK(y) > 0 при y �= 0, K(y),A(x, y),B(x, y),C(x, y),F (x, y) — за-
данные достаточно гладкие функции в области D (см. рис. 1.1.1), огра-
ниченной простой кривой Жордана Γ, лежащей в полуплоскости y > 0
с концами в точках A = (0, 0) и B = (l, 0), l > 0, и характеристиками

AC : ξ = x+

y∫

0

√
−K(t) dt = 0, CB : η = x−

y∫

0

√
−K(t) dt = l,

где K(y) ∈ C[yc, 0] ∩ C2[yc, 0), yc — ордината точки C, уравне-
ния (1.1.1), при y < 0, и следующую краевую задачу.

Рис. 1.1.1
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Задача Трикоми (Задача Т). Найти функцию u(x, y), удовлетво-
ряющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (1.1.2)

Lu(x, y) ≡ F (x, y), (x, y) ∈ D+ ∪D−; (1.1.3)

u(x, y) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ Γ; (1.1.4)

u(x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ AC, (1.1.5)

где ϕ и ψ – заданные достаточно гладкие функции, ϕ(A) = ψ(A),
D+ = D ∩ {y > 0}, D− = D ∩ {y < 0}.
При исследовании задачи Т и других аналогичных краевых задач

важную роль играет принцип экстремума. Впервые принцип экстре-
мума был сформулирован в 1950 году А.В. Бицадзе [15] для уравне-
ния (1.1.1) при K(y) = sgn y, A = B = C = F ≡ 0. На год позже этот
принцип был получен в работе Жермена и Бадера [241] для уравнения
Трикоми, т. е. для уравнения (1.1.1) при K(y) = y, A = B = C = F ≡ 0.
В 1952 году в своей диссертации К.И. Бабенко [5] доказал спра-

ведливость принципа экстремума для уравнения (1.1.1) в некотором
классе его обобщенных решений при K(y) = y, A(x, 0) = B(x, 0) =
= 0, F (x, y) ≡ 0 и достаточно малой длине линии изменения типа
уравнения.
В 1953 году в работе Агмона, Ниренберга и Проттера [229] был

установлен принцип экстремума для гиперболических уравнений и на
его основе принцип экстремума для уравнения (1.1.1) при достаточно
сильных ограничениях на коэффициенты в области гиперболичности
и класс решений.
Дальнейшие исследования в этом направлении велись С.П.Пульки-

ным [166–168], В.Ф.Волкодавовым [35–37], М.М.Смирновым [201],
А.М.Нахушевым [151], М.С.Салахитдиновым [195], И.В.Майоро-
вым [122–125], Т.Д.Джураевым [51, 52], Ю.М.Крикуновым [102,
103], М.Е.Лернером [115, 116], В.И.Жегаловым [63–65] и их учени-
ками. В основном исследования проводились по двум направлениям:
1) установление принципа экстремума для общих уравнений сме-

шанного типа с одной линией изменения типа с целью ослабления
тех ограничений, которые возникли в работах К.И. Бабенко и Агмона,
Ниренберга и Проттера;
2) установление принципа экстремума для исследования задачи Т

и других аналогичных краевых задач для известных модельных урав-
нений смешанного и смешанно-составного типов с одной или несколь-
кими линиями изменения типа.
Такой интерес к доказательству справедливости принципа

экстремума для уравнений смешанного типа объясняется тем, что:
во-первых, из него сразу же следует единственность решения задачи Т,
а, в свою очередь, теорема единственности играет решающую роль
при доказательстве существования решения задачи Т методом
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интегральных уравнений, во-вторых, он, как показал А.В. Бицадзе [18],
позволяет построить альтернирующий процесс типа Шварца для
решения задачи Т при довольно общих предположениях относительно
кривой Γ при подходе к оси y = 0; в-третьих, принцип экстремума
находит применение при построении спектральной теории задачи
Трикоми [75, 76, 42, 139].
В этой главе установлены принципы максимума для уравне-

ния (1.1.1) в классе его регулярных и обобщенных решений в областях
гиперболичности, эллиптичности и (в целом) в смешанной области D
при более слабых ограничениях на коэффициенты уравнения (1.1.1).
На основе экстремальных свойств решений уравнения (1.1.1) установ-
лены также принципы максимума и для других классов уравнений
смешанного типа. По существу, здесь построена некая теория экстре-
мальных свойств решений уравнений смешанного типа на плоскости,
из которой следуют ранее известные результаты и ряд нерешенных
вопросов по теории задачи Трикоми и других аналогичных краевых
задач.

§1.2. Принцип максимума для уравнений
гиперболического типа

1.2.1. Принцип максимума в классе регулярных решений.
Рассмотрим уравнение гиперболического типа

L0u ≡ uξη + a(ξ, η)uξ + b(ξ, η)uη + c(ξ, η)u = f(ξ, η) (1.2.1)

в характеристическом треугольнике Δ (см. рис. 1.2.1), ограниченном
отрезками прямых ξ = 0, η = ξ и η = l.

Рис. 1.2.1

Пусть A0 = (0, 0), B0 = (l, l), C0 = (0, l) — вершины треуголь-
ника Δ; α(ξ, η) = a(ξ, η)β(ξ, η), β(ξ, η) = exp

∫
b(ξ, η) dξ, h(ξ, η) =

= aξ(ξ, η) + a(ξ, η)b(ξ, η) − c(ξ, η).
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Пусть функции a(ξ, η), aξ(ξ, η), b(ξ, η) и c(ξ, η) непрерывны в Δ ∪
∪A0C0 и при (ξ, η) ∈ Δ удовлетворяют одному из следующих условий:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

h(ξ, η) � 0,

α(0, η) +

ξ∫

0

β(t, η)c(t, η) dt > 0;
(1.2.2)

α(ξ, η) −
ξ∫

0

β(t, η)|h(t, η)| dt > 0. (1.2.3)

Отметим, что в условиях (1.2.2) и (1.2.3) интегральные неравен-
ства могут быть нестрогими (т. е. � 0), но в этом случае на каждом
отрезке [0, ξ] характеристики η = const множество точек, в которых
h(t, η) = 0, имеет меру нуль.
Предполагается, что правая часть f(ξ, η) интегрируема по ξ на

каждом отрезке [0, ξ0] характеристики η = η0, 0 < ξ0 < η0 < l.

Определение 1.2.1. Регулярным решением уравнения (1.2.1) в об-
ласти Δ назовем функцию u(ξ, η), удовлетворяющую условиям:
1) u ∈ C(Δ) ∧ C1(Δ), uξη ∈ C(Δ), L0u ≡ f в Δ;
2) производная uη непрерывна на множестве Δ ∪ A0C0.
Теорема 1.2.1 (Принцип экстремума). Пусть: 1) коэффициенты

уравнения (1.2.1) обладают отмеченной выше гладкостью и удо-
влетворяют условию (1.2.2); 2) f(ξ, η) � 0 (� 0) в Δ; 3) u(ξ, η) —
регулярное в Δ решение уравнения (1.2.1), равное нулю на характе-
ристике A0C0. Тогда если max

Δ
u(ξ, η) > 0 (min

Δ
u(ξ, η) < 0), то max

Δ
u

(min
Δ

u) достигается на отрезке A0B0.

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим в области Δ тождество

βL0u ≡ ∂

∂ξ
(βuη + αu)− βhu = fβ

и проинтегрируем его по отрезку NM прямой η = const, принадлежа-
щему Δ. Тогда получим

(βuη + αu)
∣∣∣M
N

=

∫

NM

βhu dξ +

∫

NM

βf dξ. (1.2.4)

В равенстве (1.2.4) отрезок NM может принадлежать не только
области Δ, но и Δ ∪ A0C0. Пусть max

Δ
u(ξ, η) = u(Q) > 0 и он не

достигается на отрезке A0B0, т. е. u(Q) > max
A0B0

u(ξ, η). Тогда точка

Q ∈ Δ ∪C0B0. Рассмотрим случай, когда Q ∈ Δ. Из точки Q проведем
отрезок η = const до пересечения с характеристикой ξ = 0 в точке P .


