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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предла�аемая вниманию читателя �ни�а завершает �омп-
ле�с �чебных пособий под общим названием «Индивид�аль-
ные задания по высшей математи�е». Он написан в соответ-
ствии с действ�ющими про�раммами ��рса высшей математи-
�и в объеме 380–450 часов для инженерно-техничес�их спе-
циальностей в�зов. Компле�с  может быть использован та�же
в в�зах др��их профилей, в �оторых �оличество часов, отве-
денное на из�чение высшей математи�и, значительно мень-
ше. (В последнем сл�чае из предла�аемо�о материала ре�омен-
д�ется сделать необходим�ю выбор��.) Кроме то�о, он вполне
дост�пен для ст�дентов вечерних и заочных отделений в�зов.

Данный �омпле�с пособий адресован преподавателям и
ст�дентам и предназначен для проведения пра�тичес�их а�ди-
торных занятий, самостоятельных (мини-�онтрольных) работ
и выдачи индивид�альных домашних заданий по всем разде-
лам ��рса высшей математи�и.

С целью минимизации затрат времени при из�чении пред-
мета перед а�диторными и индивид�альными домашними за-
даниями  приводятся необходимые определения, форм�лы,
примеры с решениями, а после �аждо�о индивид�ально�о за-
дания – решение типово�о варианта. К большинств� предла-
�аемых задач даны ответы.

В четвертой �ни�е �омпле�са  содержится материал по
операционном� исчислению, элементам теории �стойчивос-
ти, теории вероятностей, математичес�ой статисти�е. Ее
стр��т�ра анало�ична стр��т�ре первых трех �ни�, а н�мера-
ция �лав, пара�рафов и рис�н�ов продолжает соответств�ю-
щ�ю н�мерацию. В приложениях приведены таблицы ори�и-
налов и их изображений, значений ф�н�ций распределения,
использ�емых в теории вероятностей и математичес�ой ста-
тисти�е, а та�же дв�хчасовая �онтрольная работа для блоч-
ных э�заменов.

Главы 18 и 19 данно�о пособия содержат исправленный и
дополненный материал �чебно�о пособия «Сборни� индиви-
д�альных заданий по теории вероятностей и математиче-
с�ой статисти�е» авторов А.П. Ряб�ш�о, В.В. Бархатова,
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В.В. Державец, И.Е. Юр�тя под общей реда�цией профессора
А.П. Ряб�ш�о, вып�щенно�о издательством «Вышэйшая ш�о-
ла» в 1992 �.

Автор выражает ис�реннюю бла�одарность рецензентам –
�олле�тив� �афедры высшей математи�и № 1 Белор�сс�о�о
национально�о техничес�о�о �ниверситета, воз�лавляемом�
до�тором техничес�их на��, профессором Н.А. Ми��ли�ом, и
до�тор� физи�о-математичес�их на��, профессор� �афедры
математичес�о�о моделирования и анализа данных Белор�с-
с�о�о �ос�дарственно�о �ниверситета Е.Е. Ж��� – за ценные
замечания и советы, способствовавшие �л�чшению �ни�и.

Все отзывы и пожелания просьба направлять по адрес�:
издательство «Вышэйшая ш�ола», пр. Победителей, 11,
220048, Минс�.

Автор
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МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ

Охара�териз�ем стр��т�р� пособия, методи�� е�о исполь-
зования, ор�анизацию провер�и и оцен�и знаний, навы�ов и
�мений ст�дентов.

Весь пра�тичес�ий материал по ��рс� высшей математи�и
разделен на �лавы, в �аждой из �оторых даются необходимые
теоретичес�ие сведения (основные определения, форм�ли-
ров�и теорем, форм�лы), использ�емые при решении задач и
выполнении �пражнений. Изложение этих сведений иллюст-
рир�ется решенными примерами. (Начало решения примеров
обозначается символом �, а �онец – �.) Затем даются подбор-
�и задач с ответами для всех пра�тичес�их а�диторных заня-
тий (АЗ) и для самостоятельных (мини-�онтрольных) работ на
10–15 мин�т во время этих занятий. И, на�онец, приводятся
недельные индивид�альные домашние задания (ИДЗ), �аждое
из �оторых содержит 30 вариантов и сопровождается решени-
ем типово�о варианта. Часть задач из ИДЗ снабжена ответами.
В �онце �аждой �лавы приводятся дополнительные задачи по-
вышенной тр�дности и при�ладно�о хара�тера.

Н�мерация АЗ с�возная и состоит из дв�х чисел: первое из
них ��азывает на �лав�, а второе – на поряд�овый номер АЗ в
этой �лаве. Например, шифр АЗ-16.1 означает, что АЗ отно-
сится � шестнадцатой �лаве и является первым по счет�. В дан-
ной �ни�е �омпле�са содержится 23 АЗ и 9 ИДЗ.

Для ИДЗ та�же принята н�мерация по �лавам. Например,
шифр ИДЗ-16.2 означает, что ИДЗ относится � шестнадцатой
�лаве и является вторым. Вн�три �аждо�о ИДЗ принята след�-
ющая н�мерация: первое число означает номер задачи в дан-
ном задании, а второе – номер варианта. Та�им образом,
шифр ИДЗ-16.2: 16 означает, что ст�дент должен выполнять
16-й вариант из ИДЗ-16.2, �оторый содержит задачи 1.16, 2.16,
3.16 и т.д.

При выдаче ИДЗ ст�дентам номера выполняемых вариан-
тов можно менять от задания � заданию по �а�ой-либо систе-
ме или сл�чайным образом. Более то�о, можно при выдаче
ИДЗ любом� ст�дент� составить е�о вариант, �омбинир�я од-
нотипные задачи из разных вариантов. Например, шифр
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ИДЗ-16.1: 1.2; 2.4; 3.6; 4.1; 5.15 означает, что ст�дент� след�ет
решать в ИДЗ-16.1 перв�ю задач� из варианта 2, втор�ю – из
варианта 4, третью – из варианта 6, четверт�ю – из варианта 1
и пят�ю – из варианта 15. Та�ой �омбинированный метод вы-
дачи ИДЗ позволяет из 30 вариантов пол�чить большое �оли-
чество новых вариантов.

Внедрение ИДЗ в �чебный процесс по�азало, что целесо-
образнее выдавать ИДЗ не после �аждо�о АЗ (�оторых, �а�
правило, два в неделю), а одно недельное ИДЗ, в�лючающее
основной материал дв�х АЗ этой недели.

Дадим не�оторые общие ре�омендации по ор�анизации
работы ст�дентов в соответствии с настоящим пособием.

1. В в�зе ст�денчес�ие �р�ппы по 25 челове�, проводятся два
АЗ в неделю, планир�ются еженедельные не обязательные для
посещения ст�дентами �онс�льтации, выдаются недельные
ИДЗ. При этих �словиях для систематичес�о�о �онтроля с вы-
ставлением оцено�, ��азанием ошибо� и п�тей их исправле-
ния мо��т быть использованы выдаваемые �аждом� препода-
вателю матрицы ответов и бан� листов решений, �оторые �а-
федра за�отавливает для ИДЗ (ст�дентам они не выдаются).
Если матрицы ответов составляются для всех задач из ИДЗ, то
листы решений разрабатываются толь�о для тех задач и вари-
антов, �де важно проверить правильность выбора метода, по-
следовательности действий, навы�ов и �мений при вычислени-
ях. Кафедра определяет, для �а�их ИДЗ н�жны листы реше-
ний. Листы решений (один вариант распола�ается на одном
листе) использ�ются при само�онтроле правильности выпол-
нения заданий ст�дентами, при взаимном ст�денчес�ом �он-
троле, а чаще все�о при �омбинированном �онтроле: препода-
ватель проверяет лишь правильность выбора метода, а ст�дент
по лист� решений – свои вычисления. Это позволяет прове-
рить ИДЗ 25 ст�дентов за 15–20 мин�т с выставлением оцено�
в ж�рнал.

2. В в�зе ст�денчес�ие �р�ппы по 15 челове�, проводятся два
АЗ в неделю, в расписание для �аждой �р�ппы в�лючены обя-
зательные два часа в неделю самопод�отов�и под �онтролем
преподавателя. При этих �словиях ор�анизация индивид�аль-
ной, самостоятельной, творчес�ой работы ст�дентов, опера-
тивно�о �онтроля за �ачеством этой работы значительно �л�ч-
шается. Ре�омендованные выше методы при�одны и в данном
сл�чае, одна�о появляются новые возможности. На АЗ быст-
рее проверяются и оцениваются ИДЗ, во время обязательной
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самопод�отов�и можно про�онтролировать проработ�� тео-
рии и решение ИДЗ, выставить оцен�и части ст�дентов, при-
нять задолженности по ИДЗ � отстающих.

На�опление большо�о �оличества оцено� за ИДЗ, само-
стоятельные и �онтрольные работы в а�дитории позволяет
�онтролировать �чебный процесс, �правлять им, оценивать
�ачество �своения из�чаемо�о материала.

Все это дает возможность от�азаться от традиционно�о
ито�ово�о семестрово�о (�одово�о) э�замена по материал�  се-
местра (�чебно�о �ода) и ввести та� называем�ю рейтин�-
бло�-мод�льн�ю систем� (РБМС) оцен�и знаний и навы�ов
ст�дентов, состоящ�ю в след�ющем. Материал семестра (�чеб-
но�о �ода) разбивается на бло�и (мод�ли), по �аждом� из бло-
�ов (мод�лей) выполняются АЗ, ИДЗ и в �онце �аждо�о ци�ла –
дв�хчасовая письменная �олло�ви�м-�онтрольная работа, в
�отор�ю входят 2–3 теоретичес�их вопроса и 5–6 задач. Учет
оцено� по АЗ, ИДЗ и �олло�ви�м�-�онтрольной позволяет
вывести объе�тивн�ю общ�ю оцен�� за �аждый бло� (мод�ль)
и ито�ов�ю оцен�� по всем бло�ам (мод�лям) семестра (�чеб-
но�о �ода). Положение о РБМС см. в ч. 1 данно�о �омпле�са
�чебных пособий (прил. 5).

В за�лючение отметим, что �своение содержаще�ося в по-
собии материала �арантир�ет хорошие знания ст�дентов по
соответств�ющим разделам ��рса высшей математи�и. Для
отлично �спевающих ст�дентов необходима под�отов�а зада-
ний повышенной сложности (индивид�альный подход в об�-
чении!) с перспе�тивными поощрительными мерами. Напри-
мер, можно разработать для та�их ст�дентов специальные за-
дания на весь семестр, в�лючающие задачи настояще�о посо-
бия и дополнительные более сложные задачи и теоретичес�ие
�пражнения (для этой цели, в частности, предназначены до-
полнительные задачи в �онце не�оторых �лав). Преподаватель
может выдать эти задания в начале семестра, �становить �ра-
фи� их выполнения под своим �онтролем, разрешить свобод-
ное посещение ле�ционных или пра�тичес�их занятий по
высшей математи�е и в сл�чае �спешной работы выставить
отличн�ю оцен�� до э�заменационной сессии.
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16. ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

16.1. ОРИГИНАЛ И ИЗОБРАЖЕНИЕ ПО ЛАПЛАСУ

Начальной ф�н�цией или ори�иналом называют ф�н�цию f (t) действитель-
ной переменной t, �довлетворяющ�ю след�ющим �словиям:

1) f (t) = 0 при t < 0; 

2) если M > 0  и s – не�оторые вещественные числа, то 

 при t ≥ 0; (16.1) 

3) f (t) – ��сочно-непрерывная и инте�рир�емая на любом �онечном от-
рез�е изменения t. 

Точная нижняя �рань s0 всех чисел s, для �оторых выполняется неравен-

ство (16.1), называется по�азателем роста ф�н�ции f (t).

Если с�ществ�ет несобственный инте�рал

, (16.2)

�де p = a + bi, Re p = a > 0, Im p = b, то ф�н�цию F (p)  �омпле�сной перемен-
ной p называют изображением ф�н�ции f (t) по Лаплас�, или ее лапласовым изоб-
ражением, или просто изображением.

Правило (16.2) пол�чения по заданном� ори�инал� f (t) изображения F (p)
называется преобразованием Лапласа.

Если Re p = a ≥ s > s0 и выполняется �словие (16.1), то можно до�азать, что

несобственный инте�рал (16.2) абсолютно сходится и определяет  аналитиче-
с��ю ф�н�цию в пол�плос�ости a > s0 (рис. 16.1); при этом

. (16.3)

f t( ) Me
st

≤

F p( ) f t( )

0

+∞

∫ e
–pt

dt=

F p( )
Re p +∞→

lim 0=

Р и с. 16.1
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Если F (p) – лапласово изображение f (t), то �рат�о это записывается в ви-

де F (p) f (t) или F (p) = L{f (t)}.

Можно до�азать, что  вся�ом� изображению F(p), �довлетворяющем� �словию
(16.3), соответств�ет единственная начальная ф�н�ция (ори�инал). Принятые

обозначения:  f (t) F (p) или f (t) = L–1{F (p)}.

Пример 1. Найти изображение единичной ф�н�ции Хевисайда

Графи� ф�н�ции σ0 (t) приведен на рис. 16.2.

� Очевидно, что σ0 (t) �довлетворяет всем �словиям ори�инала и s0 = 0. По

форм�ле (16.2) имеем:

, 

та� �а� . Следовательно, , т.е.   . �

Пример 2. Найти изображение F (p) ф�н�ции eαt, �де α∈R.

� Имеем:

,

если Re p > α = s0.

Следовательно, eαt . �

З а м е ч а н и е .  Из определения ори�инала след�ет, что не вся�ая ф�н�-
ция f (t)  является ори�иналом. Например, при невыполнении �словия (16.1)
нет �арантии сходимости инте�рала (16.2). Если инте�рал (16.2) расходится, то
�оворят, что ф�н�ция f (t) не является ори�иналом. Нетр�дно по�азать, напри-

=

=

σ
0

t( )
0  при  t 0,<

1  при  t 0.≥⎩
⎨
⎧

=

Р и с. 16.2

L σ
0

t( ){ } e
–pt

td

0

+∞

∫ –
1

p
---e

–pt

0

+∞
1

p
---= = =

e
–pt

Re p +∞→
lim 0= L σ

0
t( ){ }

1

p
---= σ

0
t( ) =

1

p
---

L e
αt

{ } e
–pt

0

+∞

∫ e
αt

dt e
– p α–( )t

td

0

+∞

∫ –
e

– p α–( )t

p α–
------------------------

0

+∞
1

p α–
------------= = = =

=
1

p α–
------------
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мер, что ф�н�ции f (t) = , f (t) = ,  f (t) =  не являются ори�иналами,

та� �а� инте�рал (16.2) для них расходится.
Перечислим основные свойства ори�иналов и изображений.

1 (с в о й с т в о  л и н е й н о с т и). Если Fk (p) fk (t), k = 1, 2, ..., n, то

, (16.4)

�де ck – любые действительные или �омпле�сные числа.

2 (т е о р е м а  с м е щ е н и я). Если f (t) F (p), то для любо�о �омпле�сно-

�о числа α  имеем:

eαtf (t) F(p–α), Re p>s0 + Re α. (16.5)

3 (т е о р е м а  п о д о б и я). Если f (t) F (p) и λ>0, то

f (λt) . (16.6)

 4  (т е о р е м а  о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и и  и з о б р а ж е н и я). Если
f (t) F (p), то 

. (16.7)

5 (т е о р е м а  о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и и  о р и � и н а л а). Если f (t) 

F (p), то

,

 , 

 ..............…………………….........……….

.

 Если , то .

6 (т е о р е м а  з а п а з д ы в а н и я). Если f (t) F (p), то для t0 > 0

. (16.9)

Сверт�ой дв�х ф�н�ций f1 (t) и f2 (t), обозначаемой f1 (t) * f2 (t), называется

ф�н�ция, определяемая равенством 

f1 (t) * f2 (t) = .

Если f1 (t),  f2 (t)  – ори�иналы, т.е.  при τ > t, то их сверт�а пред-

ставима в след�ющем виде:

f1 (t) * f2 (t) = . (16.10)

1

t
--- e

t
3

e
1 t

2
⁄

=

c
k

f
k

t( )

k 1=

n

∑ = c
k

F
k

p( )

k 1=

n

∑

=

=
=

=
1

λ
---F

p

λ
---
⎝ ⎠
⎛ ⎞

=

–1( )
nd

n
F p( )

dp
n

------------------ = t
n

f t( )

=
=

f ′ t( ) = pF p( ) f 0( )–

f ″ t( ) = p
2

F p( ) pf 0( )– f ′ 0( )–

f
n( )

t( ) = p
n

F p( ) p
n 1–

f 0( )– p
n 2–

f ′ 0( )– ...– f
n 1–( )

0( )–

f 0( ) f ′ 0( ) ... f
n 1–( )

0( ) 0= = = = f
n( )

t( ) = p
n

F p( )

=

f t t
0

–( ) = e
–pt

0

F p( )

f
1
τ( )f

2
t τ–( ) τd

–∞

+∞

∫

f
1
τ( ) 0≡

 f
1
τ( )f

2
t τ–( ) τd

0

t

∫  f
1

t τ–( )f
2
τ( ) τd

0

t

∫=

(16.8)
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Сверт�а дв�х ори�иналов является ори�иналом. Для нее справедливы сле-

д�ющие свойства:

1) f1 * f2 = f2 * f1 (�омм�тативность);

2) (f1 * f2)* f3 = f1 * (f2 * f3) (ассоциативность);

3) (c1f1 + c2f2) * f3 = c1 (f1 * f3) + c2 (f2* f3) (линейность).

7 (т е о р е м а  Б о р е л я, или т е о р е м а  с в е р т ы в а н и я). Если f1 (t) 

F1 (p), f2 (t) F2 (p), то

f1 (t) * f2 (t) F1 (p) F2 (p). (16.11)

Форм�ла (16.11) называется форм�лой �множения изображений. Она часто

применяется для восстановления ори�инала по е�о изображению.

8 (т е о р е м а  о б  и н т е � р и р о в а н и и  о р и � и н а л а). Если

f (t) F (p), то

. (16.12)

9 (т е о р е м а  о б  и н т е � р и р о в а н и и  и з о б р а ж е н и я). Если

f (t) F (p) и инте�рал  сходится, то

. (16.13)

10 (т е о р е м а  о б  и з о б р а ж е н и и  п е р и о д и ч е с � о й  ф � н � ц и и).

П�сть f (t) – периодичес�ая ф�н�ция периода T и f (t) F (p). Если F0 (p) –

изображение ф�н�ции , т.е. , то

,  Re p > 0. (16.14)

С целью провер�и правильности вычислений в операционном исчисле-

нии часто использ�ют предельные соотношения. 

11 (т е о р е м а  о  п р е д е л ь н ы х  с о о т н о ш е н и я х). Если f (t), f ′(t) –

ори�иналы и f (t) F (p), то

, (16.15)

. (16.16)

Соотношения (16.15) и (16.16) называются предельными соотношениями

связи межд� изображением и ори�иналом.

=

= =

=

=

 f τ( ) τd

0

t

∫ =
F p( )

p
-----------

= F z( ) zd

p

+∞

∫

f t( )
t

-------- = F z( ) zd

p

+∞

∫

=

f t( ) σ
0

t( ) σ
0

t T–( )–( ) F
0

p( )  f t( )e
–pt

td

0

T

∫=

F p( )
F
0

p( )

1 e
–pT

–

----------------------=

=

pF p( )
p 0→
lim f t( )

t ∞→
lim=

pF p( )
Re p +∞→

lim f t( )
t 0+→

lim f 0( )= =
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12. При решении ряда пра�тичес�их задач использ�ется форм�ла Дюамеля

, (16.17)

�де f1 (t) – непрерывная ф�н�ция; f2 (t) имеет непрерывн�ю производн�ю;

F1 (p)  f1 (t); F2 (p)  f2 (t).

Пример 3. Найти изображения ори�иналов f (t) = sin t  и f (t) = cos t.

� Известно, что  и . То�да из свойства 1

след�ет, что

, 

.

Ита�, ,  . �

Пример 4. Записать изображения ��азанных ф�н�ций-ори�иналов: sin βt;

cos βt;  sh βt;  ch βt.

� Та� �а� известны изображения для sin t и cos t, то изображения sin βt  и

cos βt мо��т быть найдены с помощью теоремы подобия (см. форм�л� (16.6)):

,

.

Далее:

, .

То�да из примера 2 и свойства линейности след�ет, что

,

. �

Пример 5. Найти изображения ори�иналов  eαt sin βt  и  eαt cos βt.

pF
1

p( )F
2

p( ) = f
1

t( )f
2

0( )  f
1
τ( )f ′

2
t τ–( ) τd

0

t

∫+

= =

sin t
e
it

e
–it

–

2i
----------------------= cos t

e
it

e
–it

+

2
----------------------=

sin t =
1

2i
-----

1

p i–
----------

1

p i+
----------–⎝ ⎠

⎛ ⎞ 1

2i
-----

2i

p
2

1+

---------------
1

p
2

1+

---------------= =

cos t =
1

2
---

1

p i–
----------

1

p i+
----------–⎝ ⎠

⎛ ⎞ 1

2
---

2p

p
2

1+

---------------
1

p
2

1+

---------------= =

sin t =
1

p
2

1+

--------------- cos t =
p

p
2

1+

---------------

sin βt =
1

β
---

1

β p β⁄( )
2

1+

------------------------------
1

β
---

β
2

p
2

β
2

+

------------------
β

p
2

β
2

+

------------------= =

cos βt =
1

β
---

p β⁄

β p β⁄( )
2

1+

------------------------------
1

β
2

------
β
2

p

p
2

β
2

+

------------------
p

p
2

β
2

+

------------------= =

sh βt
e
βt

e
–βt

–

2
-------------------------= ch βt

e
βt

e
–βt

+

2
-------------------------=

sh βt =
1

2
---

1

p β–
------------

1

p β+
------------–⎝ ⎠

⎛ ⎞ β

p
2

β
2

–

-----------------=

ch βt =
1

2
---

1

p β–
------------

1

p β+
------------+⎝ ⎠

⎛ ⎞ p

p
2

β
2

–

-----------------=
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� Та� �а� , , то из теоремы смещения сле-

д�ет, что

 , . �

Пример 6. Найти изображения ��азанных ори�иналов: t ; t n; t neαt; t sin βt;

t cos βt.

� Известно, что . То�да по правил� дифференцирования изобра-

жения находим:

t , t2 ,

t3 , ...,  tn . 

Из теоремы смещения след�ет, что t neαt .

Зная изображения sin βt и cos βt, из теоремы o дифференцировании изо-

бражения пол�чаем:

t sin βt  ,

t cos βt  . �

Пример 7. Найти изображения ори�иналов:

а) e
–5t sin πt;  б) ch2t cos 3t;  в) sin 5t cos 2t.

� а) Та� �а� , то по свойств� смещения

.

б) Та� �а� ch 2t cos 3t = (e2t + e–2t) cos 3t, то из свойства линейности и

теоремы смещения след�ет, что

ch 2t cos 3t .

в) Та� �а� sin 5t cos 2t =  (sin 7t + sin 3t), то из свойства линейности сле-

д�ет, что

sin βt =
β

p
2

β
2

+

------------------ cos βt =
p

p
2

β
2

+

------------------

e
αt

sin βt =
β

p α+( )
2

β
2

+

--------------------------------- e
αt

cos βt =
p α+

p α+( )
2

β
2

+

---------------------------------

σ
0

t( ) =
1

p
---

= –
d

dp
------

1

p
---
⎝ ⎠
⎛ ⎞ 1

p
2

-----= = –1( )
2 d

2

dp
2

---------
1

p
---
⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2!

p
3

-----=

= –
d

dp
------

2!

p
3

-----
⎝ ⎠
⎛ ⎞ 3 !

p
4

-----= = –
d

dp
------

n 1–( ) !

p
n

------------------
⎝ ⎠
⎛ ⎞ n !

p
n 1+

-------------=

=
n !

p α–( )
n 1+

----------------------------

= –
d

dp
------

β

p
2

β
2

+

------------------
⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2βp

p
2

β
2

+( )
2

-------------------------=

= –
d

dp
------

β

p
2

β
2

+

------------------
⎝ ⎠
⎛ ⎞ –

p
2

β
2

2p
2

–+

p
2

β
2

+( )
2

---------------------------------
p
2

β
2

–

p
2

β
2

+( )
2

-------------------------= =

sin πt =
π

p
2

π
2

+

------------------

e
–5t

sin πt =
π

p 5+( )
2

π
2

+

--------------------------------

1

2
---

=
1

2
---

p 2–

p 2–( )
2

9+

----------------------------
p 2+

p 2+( )
2

9+

-----------------------------+⎝ ⎠
⎛ ⎞

1

2
---
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sin 5t cos 2t  . �

Пример 8. Найти изображения ори�иналов:

а) ;  б) .

� а) Найдем изображение ори�инала f (t) = e–5t ch 2t + e3t sin 4t. Из свой-

ствa линейности и теорем подобия и смещения пол�чаем:

e–5t ch 2t + e3t sin 4t . 

То�да, со�ласно правил� инте�рирования ори�инала, имеем:

.

б) Найдем изображение ори�инала:

.

То�да по теореме смещения

.

Использовав теoрем� об инте�рировании ори�инала, пол�чим:

. �

Пример 9. Найти ори�иналы след�ющих изображений:

а) ;  б) ;  в) .

� а) Та� �а� , то по теореме об инте�рировании

ори�инала

.

б) На основании форм�лы (16.12) с �четом рез�льтатов, пол�ченных в

п. «а», имеем:

=
1

2
---

7

p
2

49+

------------------
3

p
2

9+

---------------+⎝ ⎠
⎛ ⎞

e
–5z

ch 2z e
3z

sin 4z+( ) zd

0

t

∫ z
5

4z
4

– 3z
2

2z–+( )e
2z

zd

0

t

∫

=
p 5+

p 5+( )
2

4–

----------------------------
4

p 3–( )
2

16+

-------------------------------+

e
–5z

ch 2z e
3z

sin 4z+( ) zd

0

t

∫ =
1

p
---

p 5+

p 5+( )
2

4–

----------------------------
4

p 3–( )
2

16+

-------------------------------+⎝ ⎠
⎛ ⎞

t
5

4t
4

– 3t
2

2t–+ =
5 !

p
6

-----
4 4!⋅

p
5

------------–
6

p
3

-----
2

p
2

-----–+

t
5

4t
4

– 3t
2

2t–+( )e
2t

=
5 !

p 2–( )
6

-------------------
4 4 !⋅

p 2–( )
5

-------------------–
6

p 2–( )
3

-------------------
2

p 2–( )
2

-------------------–+

z
5

4z
4

– 3z
2

2z–+( )e
2z

zd

0

t

∫ =
1

p
---

120

p 2–( )
6

-------------------
96

p 2–( )
5

-------------------–
6

p 2–( )
3

-------------------
2

p 2–( )
2

-------------------–+⎝ ⎠
⎛ ⎞

1

p p
2

9+( )
-----------------------

1

p
2

p
2

9+( )
--------------------------

1

p 2+( )
3

-------------------

1

p
2

9+

---------------
1

3
---

3

p
2

9+

---------------= =
1

3
---  sin 3t

1

p p
2

9+( )
----------------------- =  

1

3
---  sin 3z zd

0

t

∫ –
1

9
---  cos 3z

0

t
1

9
--- 1 cos 3t–( )= =
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.

в) Та� �а� , то . На основании теоремы смещения пол�чаем:

. �

Пример 10. Найти изображение ф�н�ции .

� Та� �а� ф�н�ция f (t) непрерывна при всех t > 0 и

, 

то она является ори�иналом. Очевидно, что . Из прави-

ла инте�рирования изображения след�ет, что

.

Применив теорем� смещения, пол�чим:

. �

Пример 11. Найти изображение ори�инала ,  .

� Известно, что  (см. пример 4). То�да из теоремы запазды-

вания пол�чаем:

. �

1

p
2

-----  
1

p
2

9+

--------------- =  
1

9
--- 1 cos 3z–( ) zd

0

t

∫
1

9
--- z

1

3
---  sin3z–⎝ ⎠

⎛ ⎞

0

t
1

9
--- t

1

3
---  sin3t–⎝ ⎠

⎛ ⎞= =

t
2

=
2!

p
3

-----
1

p
3

----- =
t
2

2 !
----

1

p 2+( )
3

------------------- = e
–2t

 
t
2

2 !
----

f t( )
1 cos 2t–

t
------------------------e

–5t
=

f t( )
t +0→

lim
1 cos2t–

t
----------------------e

–5t

t +0→
lim 2

sin t

t
----------

t +0→
lim sin t e

–5t
⋅ ⋅ 0= = =

1 cos 2t– =
1

p
---

p

p
2

4+

---------------–

1 cos 2t–

t
------------------------ =

1

z
---

z

z
2

4+

--------------–⎝ ⎠
⎛ ⎞ zd

p

+∞

∫
1

z
---

z

z
2

4+

--------------–⎝ ⎠
⎛ ⎞ zd

p

β

∫β ∞→
lim= =

ln z
1

2
--- ln z

2
4+( )–⎝ ⎠

⎛ ⎞

p

β

β ∞→
lim ln 

z

z
2

4+

------------------

p

β

β ∞→
lim= = =

ln 
β

β
2

4+

------------------- ln 
p

p
2

4+

-------------------–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

β ∞→
lim ln 1 ln 

p
2

4+

p
-------------------+= =

1 cos 2t–

t
------------------------  e

–5t
= ln 

p 5+( )
2

4+

p 5+
--------------------------------- ln 

p
2

10p 29+ +

p 5+
-------------------------------------=

cos 2t π–( ) t π 2⁄≥

cos 2t =
p

p
2

4+

---------------

cos 2t π–( ) cos 2 t
π
2
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞ e
–πp 2⁄ p

p
2

4+

---------------= =
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Пример 12. Найти сверт�� ори�иналов cos 3t  и sin t и изображение сверт�и.

� Со�ласно определению сверт�и имеем:

*  

.

Следовательно, * . Изображение пол�чен-

но�о ори�инала находим с �четом свойства линейности и теоремы подобия:

*

.

Тот же рез�льтат можно пол�чить др��им п�тeм. Известно, что

,    (см. пример 4). На основании теоремы Бореля

имеем:

. �

Пример 13. Найти ори�инал f (t), соответств�ющий изображению

.

� Представим изображение в виде . Та� �а�

, , то на основании форм�лы (16.11)

. �

cos 3t  sin t cos 3τ  sin t τ–( ) τd

0

t

∫
1

2
--- sin t 2τ+( ) sin t 4τ–( )+( ) τd

0

t

∫= = =

1

2
--- –

1

2
---  cos t 2τ+( )

0

t 1

4
---  cos t 4τ–( )

0

t
+⎝ ⎠

⎛ ⎞= =

1

2
--- –

1

2
---  cos3t

1

2
---  cos t

1

4
---  cos 3t

1

4
---  cos t–+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞ –
1

8
---  cos3t

1

8
---  cost+= =

cos 3t  sin t –
1

8
---  cos3t

1

8
---  cost+=

cos 3t  sin t = –
1

8
---

p

p
2

9+

---------------
1

8
---

p

p
2

1+

---------------+ =

1

8
---

–p
3

p– p
3

9p+ +

p
2

9+( ) p
2

1+( )
--------------------------------------------

p

p
2

9+( ) p
2

1+( )
----------------------------------------= =

cos 3t =
p

p
2

9+

---------------  sin t =
1

p
2

1+

---------------

cos 3t * sin t =
p

p
2

9+( ) p
2

1+( )
----------------------------------------

F p( )
p

p
2

4+( )
2

----------------------=

F p( )
p

p
2

4+

---------------  
1

p
2

4+

---------------=

1

p
2

4+

--------------- =
1

2
---  sin2t

p

p
2

4+

--------------- = cos 2t

p

p
2

4+

---------------  
1

p
2

4+

--------------- = cos 2t  * 
1

2
---  sin 2t =

1

2
--- cos 2τ  sin 2t 2τ–( ) τd

0

t

∫
1

4
--- sin 2t sin 2t 4τ–( )+( ) τd

0

t

∫= = =

1

4
--- τ  sin 2t

0

t 1

4
---  cos 2t 4τ–( )

0

t
+⎝ ⎠

⎛ ⎞ 1

4
--- t sin 2t

1

4
---  cos 2t

1

4
---  cos 2t–+= = =

1

4
--- t sin 2t f t( )= =
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Пример 14. Найти изображение ори�инала  перио-

дичес�и продолженно�о на интервал [0, +∞) с периодом T = 2 (рис. 16.3).

� Та� �а� ори�инал периодичес�ий, то, со�ласно форм�ле (16.14),

,

�де T = 2, а .

Инте�рир�я по частям, находим инте�ралы:

,
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