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Предисловие

Уравнение является, по-видимому, наиболее характерным объектом
для математики. В названиях целых разделов математики присутству-
ет слово «уравнения». Говоря «решить задачу», часто подразумевают
«решить уравнение», составляющее данную задачу. Многие известные
проблемы математики (а также физики, техники и других областей
знания) заключаются в поиске общего решения, либо в получении
оптимального решения, либо в построении алгоритма решения подхо-
дящих уравнений или систем уравнений.

Дискретная математика в этом отношении не является исключени-
ем. Существует ряд разделов дискретной математики, которые невоз-
можно представить себе без характерных для них уравнений. Упомя-
нем здесь лишь теорию рекурсивных функций и теорию автоматов.
Немалое число уравнений различных типов можно найти в теории
булевых функций и теории функций многозначной логики. Однако
систематическое исследование уравнений (которые часто приобретают
вид тождеств) проводилось лишь в алгебре и теории моделей (много-
образия, определяемые системами тождеств, или квазимногообразия,
определяемые системами квазитождеств). Разделов дискретной мате-
матики, напрямую не связанных с алгеброй, это коснулось в гораздо
меньшей степени. Однако потребность в таких исследованиях давно
существует.

Из большого числа уравнений различных типов выделяются так
называемые функциональные уравнения — уравнения, в которых неиз-
вестными являются сами функции (типичный пример — дифференци-
альные уравнения). Эти уравнения обладают бо́льшими выразительны-
ми возможностями, нежели уравнения, в которых неизвестными явля-
ются предметные (нефункциональные) переменные. При этом функци-
ональные уравнения более сложны для изучения.

В последние годы появился ряд работ, в которых с различных точек
зрения рассматриваются функциональные булевы уравнения, функци-
ональные уравнения многозначной логики, функциональные уравне-
ния счетнозначной логики, а также функциональные уравнения ав-
томатного типа. Обнаружилось, что среди результатов, относящихся
к различным функциональным уравнениям, есть определенное «ядро»,
которое связывает эти результаты с алгеброй, логикой и теорией алго-
ритмов. Данные результаты, с одной стороны, дают возможность систе-
матизировать имеющийся материал по функциональным уравнениям,
а с другой стороны, позволяют взглянуть на функциональные уравне-
ния с более общих позиций, привлекая для этого понятия и технику
из алгебры, математической логики и теории алгоритмов.

Большинство работ по функциональным уравнениям дискретной
математики опубликовано в различных отечественных журналах.
В настоящем издании мы хотим изложить наиболее общие и значимые
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факты по функциональным уравнениям дискретной математики,
не углубляясь в детальную разработку направлений и тем, которые
давно изучаются в соответствующих разделах дискретной математики
(например, в теории булевых функций или теории алгоритмов). Таким
образом, наши исследования не касаются традиционных вопросов,
которые можно найти в учебниках и монографиях по дискретной
математике. Основной задачей для нас будет исследование вырази-
тельных возможностей различных языков функциональных уравнений.
Иными словами, наша цель заключается в том, чтобы выяснить, какие
множества функций и каким образом могут быть выражены с помощью
функциональных уравнений через другие множества функций. Эта
тема близко примыкает к вопросам построения операторов замыкания
на основе функциональных уравнений, хотя специально мы этими
вопросами заниматься не будем.

Книга состоит из введения, четырех глав и приложения.
Во введении для любого множества E определяется язык LE функ-

циональных уравнений, предназначенный для задания соотношений
между функциями на множестве E. Устанавливаются простейшие фак-
ты, справедливые для выразимости множеств функций посредством
систем функциональных уравннений.

В гл. 1 рассматриваются функциональные булевы уравнения. В §1
полностью решается вопрос о выразимости функций и множеств функ-
ций системами функциональных уравнений над произвольными мно-
жествами булевых функций. Результаты, собранные в этом параграфе,
не только являются окончательными, но и опираются на идеи и техни-
ку, которые с успехом работают далее в более сложных, небулевых слу-
чаях. Несколько выделяется в книге § 2, который посвящен получению
результата сложностного характера, тогда как основное содержание
книги имеет функциональную направленность. Здесь с использованием
специальных вычислительных устройств (конечные недетерминирован-
ные однородные структуры) устанавливается нижняя оценка экспонен-
циального типа для решения проблемы выполнимости конечных систем
функциональных булевых уравнений.

В гл. 2 происходит распространение и обобщение результатов гл. 1
на случай функций многозначной логики. Из окончательных резуль-
татов § 1 видно, какие именно закономерности обеспечивают выпол-
нимость отношения «множество функций F определяется системой
функциональных уравнений над множеством функций Q». Довольно
неожиданно выясняется, что в основе этого отношения лежит взаимо-
связь групп автоморфизмов множеств F и Q. В § 2 показано, что в рам-
ках решения проблемы определимости язык функциональных уравне-
ний является по существу наиболее выразительным, — дальнейшие
расширения этого языка (с помощью логических связок и кванторов)
не приводят к изменению объема понятия определимости.

В гл. 3 исследуется определимость множеств функций с помо-
щью систем функциональных уравнений для функций счетнозначной




