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Часть 1. Дифференциальное

исчисление

1.1. Множества

Первичным понятием в курсе математики является множество.
Как и всякому первичному понятию, дать определение множеству
невозможно. Мы будем считать, что всем ясно, что такое множество.

Объекты, из которых состоит множество, называют элементами
множества. Если A - некоторое множество и a - какой-нибудь элемент
этого множества, то пишут a ∈ A. Если элемент b не содержится в
множестве A, то пишут b /∈ A.

Мы будем нередко пользоваться символом ∀, который следует чи-
тать как всякий, любой, каждый. Например, запись ∀a ∈ A читается
так: всякое a из A. Так же часто будет использоваться обозначение ∃,
которое читается как существует, имеется, найдется. Поэтому можно
писать ∃a ∈ A вместо слов "в множестве A существует элемент a".
Заметим, что символы ∀ и ∃ называют, соответственно, кванторами
общности и существования.

Наиболее часто вначале мы будем встречаться с множествами, со-
стоящими из вещественных чисел. При этом будем пользоваться та-
кими обозначениями:
R = (−∞,+∞) - множество всех вещественных чисел;
Z - множество всех целых чисел;
N - множество всех целых положительных чисел;
[a, b] - множество всех чисел, которые не меньше a и не больше,

чем b (такое множество называют замкнутым промежутком, или сег-
ментом);

(a, b) - множество всех чисел, которые больше a и меньше b (такое
множество называют открытым промежутком, или интервалом);

[a, b) - множество всех чисел, которые не меньше a, но меньше b
(промежуток, полуоткрытый справа);

(a, b] - множество всех чисел, которые больше a, но не больше b
(промежуток, полуоткрытый слева);

[a,+∞) - множество всех чисел, которые не меньше a;
(−∞, b] - множество всех чисел, которые не больше b;
∅ - пустое множество, то есть множество, не содержащее ни одного

элемента.
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Для множеств можно ввести операции сложения и умножения.
Суммой или объединением множеств A и B называют множество,

содержащее все элементы A и все элементы B. Сумму принято обо-
значать символом A

⋃

B.
Если множества A и B не имеют общих элементов, то сумму обо-

значают знаком +, то есть пишут A+B.
Произведением или пересечением множеств A и B называют мно-

жество, содержащее все те элементы, которые принадлежат и A, и
B. Произведение обозначается A

⋂

B или просто AB.
Примеры.

1. [1, 4]
⋃

[2, 5) = [1, 5);
2. [2, 6) + [6, 8] = [2, 8];
3. [2, 6)

⋂

[6, 8] = ∅;
4. [1, 7)

⋂

(4, 9) = (4, 7).
Если все элементы множества A принадлежат множеству B, то го-

ворят, что A содержится в B, и пишут A ⊂ B или B ⊃ A. Например,
N ⊂ Z , [2, 4] ⊂ (1, 10).

Нам понадобятся еще понятия, связанные с множествами. Имен-
но, всякий интервал (x− ε1, x+ ε2), содержащий точку x, называют
окрестностью этой точки. Если из этого интервала исключить точку
x, то получится множество (x− ε1, x) + (x, x+ ε2), которое называет-
ся проколотой окрестностью точки. Окрестность вида (x − ε, x + ε)
называют ε-окрестностью точки x.

1.2. Границы числовых множеств

Число M называется верхней границей числового множества X,
если для ∀x ∈ X выполняется неравенство x 6 M.

Число m называется нижней границей числового множества X,
если для ∀x ∈ X выполняется неравенство x > M.

Рассмотрим, например, интервал (4, 7). В качестве его верхней
границы можно взять число 10, поскольку все числа из (4, 7) не пре-
восходят 10. Ясно, что верхней границей может быть и 7,5. Очевид-
но, что допустимо принять за верхнюю границу число 7. Заметим,
кстати, что никакое число, меньшее семи, быть верхней границей не
может. Ясно, что в качестве нижней границы интервала можно взять
4 и любое число, меньшее, чем 4.

Нетрудно понять, что если множество имеет одну верхнюю грани-
цу, то оно имеет бесконечно много таких границ. То же самое мож-
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но сказать и о нижних границах. Наименьшая из всех верхних гра-
ниц множества X называется точной верхней границей множества,
или супремумом, и обозначается supX. Наибольшая из всех нижних
границ - точной нижней границей, или инфимумом, и обозначается
infX.

Пусть M∗ = supX. Возьмем какое-нибудь число ε > 0. Тогда
число M∗ − ε окажется меньше M∗, а потому оно не может быть
верхней границей множества X. Это значит, что в множестве X най-
дется такой элемент x, для которого будет справедливым неравенство
x > M∗ − ε.

Итак, если M∗ = supX, то для любого ε > 0 в множестве X
найдется элемент x такой, что x > M∗ − ε.

Аналогичное утверждение справедливо и для infX.
Заметим, что точные границы множества могут принадлежать

ему, а могут и не принадлежать. Например, множество [3, 6) содер-
жит свою точную нижнюю границу 3, но не содержит точную верх-
нюю границу 6.

В дальнейшем множества, ограниченные сверху и снизу, мы будем
называть ограниченными.

Если X ⊂ [m,M ], то очевидно, что m - нижняя и M - верхняя
границы X, то есть множество, лежащее в некотором промежутке,
ограничено.

Ясно также, что если неравенство |x| 6 A, где A - некоторое число,
выполняется для ∀x ∈ X, то множество X ограничено.

1.3. Понятие функции

Пусть имеется два множества X и Y . Если каждому элементу x
множества X ставится в соответствие по некоторому правилу один
определенный элемент y множества Y , то говорят, что задана функ-
ция, отображающая X в Y . При этом X называют областью задания,
а Y - областью значений функции.

Если правило соответствия обозначить через f , то запись y = f(x)
означает, что по этому правилу элементу x отвечает элемент y.

Таким образом, функция считается заданной, если указаны:
а) область задания X;
б) правило f , по которому каждому элементу x ∈ X ставится в

соответствие значение y = f(x) ∈ Y .
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Из сказанного ясно, что равенства y = x2, x ∈ Z и y = x2, x ∈ R1

задают две различные функции, отличающиеся своими областями
задания.

Мы вначале будем рассматривать функции, у которых аргумент x
и функция y = f(x) принимают только вещественные значения. Для
таких функций мы введем понятие естественной области задания.
Именно, естественной областью задания функции y = f(x) будем
называть множество всех тех вещественных x, при которых оказы-
ваются вещественными значения y = f(x).

Примеры.

1. Для функции y =
√
x естественной областью задания является

множество [0,+∞).

2. Функция y =
1

x+ 1
существует при всех x 6= −1. Поэтому

ее естественную область задания можно записать так: (−∞,−1) +
(−1,+∞).

1.4. Элементарные функции

Мы называем основными элементарными функции, которые зада-
ются такими формулами:

y = xµ, y = ax, y = loga x, y = sin x, y = cosx, y = tg x, y = ctg x,

y = arcsinx, y = arccosx, y = arctg x, y = arcctg x.

Остановимся поподробнее на каждой из этих функций, чтобы разо-
браться с их естественными областями задания.

1. Степенная функция y = xµ.
Естественная область задания этой функции зависит от того, ка-

кое значение имеет µ.
Если, например, µ - целое положительное, то y принимает веще-

ственные значения при любых вещественных значениях x. Значит,
естественной областью задания в этом случае оказывается R.

Если µ - целое отрицательное, то y не существует при x = 0 и при-
нимает вещественные значения при всех остальных вещественных x.
Следовательно, естественная область задания в этом случае имеет
вид (−∞, 0) + (0,+∞).

При µ =
1

2
естественной областью задания оказывается [0,+∞), а

при µ =
1

3
естественной областью задания оказывается R.
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Мы не будем подробно рассматривать все возможные случаи.
2. Показательная функция ax (a > 0).
Так как a > 0, то функция вещественна при любом x ∈ R. Поэтому

ее естественной областью задания является R.
3. Логарифмическая функция y = loga x (a > 0, a 6= 1).
Поскольку у любого положительного числа имеется вещественный

логарифм по любому положительному основанию, a отрицательные
числа вещественных логарифмов не имеют, постольку естественной
областью задания логарифмической функции является полубеско-
нечный промежуток (0,+∞).

4. Тригонометрические функции y = sin x и y = cosx.
Обе эти тригонометрические функции, как известно, существуют

и принимают вещественные значения при всех x ∈ R. Следовательно,
R - естественная область задания этих функций. При этом областью
значений обеих функций является промежуток [−1, 1].

5. Тригонометрические функции y = tg x и y = ctg x.
Функция y = tg x существует и имеет вещественные значения при

любых вещественных x, кроме x = kπ ± π

2
, k ∈ Z. Поэтому сумма

всех интервалов (kπ − π

2
, kπ +

π

2
), k ∈ Z является естественной

областью задания функции y = tg x.
Аналогичным образом, естественной областью задания функции

y = ctg x оказывается сумма всех интервалов (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z.
Заметим, что областью значений этих двух функций является мно-
жество всех вещественных чисел, то есть (−∞,+∞).

6. Обратная тригонометрическая функция y = arcsinx.
Напомним вначале, что арксинусом аргумента x называют такое

число y из сегмента [−π
2
,
π

2
], у которого синус равен x.

Иначе говоря, равенство y = arcsin x означает, что x = sin y, при-

чем y ∈ [−π
2
,
π

2
]. Из этого становится ясно, что значения x могут

изменяться от −1 до +1. Следовательно, естественной областью за-
дания функции y = arcsinx является промежуток [−1, 1]. Заметим,

что областью значений оказывается сегмент [−π
2
,
π

2
].

7. Обратная тригонометрическая функция y = arccosx.
Арккосинусом аргумента x называют такое число y из сегмента

[0, π], у которого косинус равен x.
Другими словами, если y = arccosx, то x = cos y, а y ∈ [0, π]. По-
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этому естественной областью задания функции y = arccosx является
сегмент [−1, 1], а областью значений − сегмент [0, π].

8. Обратная тригонометрическая функция y = arctg x.
Арктангенсом аргумента x называют такое число y из интервала

(−π
2
,
π

2
), у которого тангенс равен x.

Это значит, что если y = arctg x, то x = tg y, причем y ∈ (−π
2
,
π

2
).

Поскольку тангенс может быть любым вещественным числом, по-
стольку естественной областью задания арктангенса являетсяR. При

этом областью значений оказывается интервал (−π
2
,
π

2
).

9. Обратная тригонометрическая функция y = arcctg x.
Арккотангенсом аргумента x называют такое число y из проме-

жутка (0, π), у которого котангенс равен x.
Так что если y = arcctg x, то x = ctg y, причем y ∈ (0, π). Как из-

вестно, котангенс может принимать любые вещественные значения.
Поэтому естественной областью задания арккотангенса является R.
Областью значений y = arcctg x является интервал (0, π).

Мы рассмотрели 11 основных элементарных функций.
Введем теперь понятие сложной функции. Пусть на промежутке

(a, b) задана функция y = f(x), такая, что y ∈ (c, d), а на промежутке
(c, d) задана функция z = g(y), у которой z ∈ (l,m). Тогда можно
построить функцию z = g(f(x)), отображающую промежуток (a, b)
в промежуток (l,m). Такая функция называется сложной функцией
(или суперпозицией) функций f и g. Например, исходя из функций
y = x2, x ∈ R и z = sin y, y ∈ R, можно построить сложную
функцию z = sin(x2).

В дальнейшем всякую функцию, которая образована из основных
элементарных функций с помощью четырех арифметических дей-
ствий или суперпозиций, мы будем называть элементарной функци-
ей.

Приведем некоторые примеры элементарных функций.
1. Функция

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0, x ∈ R.

называется многочленом (или полиномом) степени n.
2. Функция

R(x) =
Qm(x)

Pn(x)
=
bmx

m + bm−1x
m−1 + ...+ b1x+ b0

anxn + an−1xn−1 + ...+ a1x+ a0

,
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являющаяся частным двух многочленов, называется рациональной
дробью или функцией, рационально зависящей от x. Очевидно, что
естественной областью задания рациональной дроби является вся ве-
щественная ось, за исключением тех точек x, в которых знаменатель
Pn(x) равен нулю.

1.5. Понятие предела

Начнем с некоторых наводящих рассуждений. На рис. 1 приведен
график функции y = f(x), заданной на полубесконечном промежут-
ке [a,+∞).

Видно, что с ростом значений аргумента x значения функции при-
ближаются к величине l, так что |f(x)− l| имеет тенденцию к умень-
шению. Мы хотим описать этот процесс приближения. Для этого
заметим следующее: если мы зададим какое-нибудь положительное
число ε, то, начиная с некоторого x0, значения f(x) будут отличаться
от l меньше, чем на взятое нами ε. Другими словами, при всех x > x0

будет выполняться неравенство l − ε < f(x) < l + ε.

0 xx0

y

a

l
l + ε

l − ε

Рис. 1. Иллюстрация к понятию предела

Сделанное замечание приводит к такому определению предела:
Определение. Пусть функция f задана на промежутке [a,+∞).

Число l называется пределом f(x) при x, стремящемся к +∞, если
для любого числа ε > 0 найдется такое x0, что для всех x, удовлетво-
ряющих условию x > x0, выполняется неравенство l−ε < f(x) < l+ε
или, что то же, |f(x) − l| < ε.
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В этом случае мы будем писать:

lim
x→+∞

f(x) = l или f(x) → l (x→ +∞).

Используя введенные нами кванторы, определение предела можно
записать несколько короче.

Определение. Число l называется пределом f(x) при x, стремя-
щемся к +∞, если для ∀ε > 0 ∃x0 такое, что при ∀x > x0 выполняется
неравенство |f(x) − l| < ε или, что то же, l − ε < f(x) < l + ε.

Такого рода сокращенную запись мы будем использовать и даль-
ше.

Пример. Пусть функция f(x) =
x2 + sinx

x2 − 1
задана на промежутке

[2,+∞). Покажем, что ее предел при x → +∞ равен 1. Для этого
возьмем какое-нибудь число ε > 0 и напишем неравенство

1 − ε <
x2 + sinx

x2 − 1
< 1 + ε.

Нетрудно видеть, что это неравенство равносильно такому

−ε < sinx+ 1

x2 − 1
< ε.

Так как sin x + 1 > 0 и x2 − 1 > 0, то в этом двойном неравенстве
средняя часть не меньше нуля. Поэтому неравенство

−ε < sinx+ 1

x2 − 1

выполняется при любых значениях x.
Обратимся к неравенству

sin x+ 1

x2 − 1
< ε.

Поскольку sin x+ 1 6 2, постольку наше неравенство будет заведомо
выполнено, если

2

x2 − 1
< ε,

то есть
2

ε
< x2 − 1

10



или

x >

√

2

ε
+ 1.

Таким образом, для ∀ε > 0 существует такое число x0 =

√

2

ε
+ 1,

что при всех x > x0 выполняется неравенство

1 − ε <
x2 + sinx

x2 − 1
< 1 + ε.

В соответствии с данным нами определением, это означает, что

lim
x→+∞

x2 + sinx

x2 − 1
= 1.

Если функция f(x) задана на промежутке (−∞, b], то для нее мож-
но ввести понятие предела при x→ −∞.

Определение. Число l называют пределом f(x) при x → −∞,
если для ∀ε > 0 ∃x0 такое, что для ∀x < x0 выполняется неравенство
|f(x) − l| < ε или, что то же, l − ε < f(x) < l + ε.

В этом случае пишут

lim
x→−∞

f(x) = l или f(x) → l (x→ −∞).

Заметим, что в литературе пределы f(x) при x→ ±∞ часто обо-
значают символами f(+∞) и f(−∞).

Если функция f(x) задана на конечном промежутке, например,
(a, b), то для нее можно определить предел при x, стремящемся к a
или b. Например,

Определение. Число l называют пределом f(x) при x, стремя-
щемся к a справа, если для ∀ε > 0 найдется в промежутке (a, b)
такое число x0, что при ∀x ∈ (a, x0), будет выполняться неравенство
|f(x) − l| < ε или, что то же, l − ε < f(x) < l + ε.

В этом случае мы пишем

lim
x→a+0

f(x) = l или f(x) → l (x→ a+ 0).

Так как x0 > a, то его можно записать в виде x0 = a+ δ, где δ > 0.
Используя такую запись, мы можем сформулировать определение
предела следующим образом:

11



Определение. Число l называется пределом функции f(x) при
x→ a+0, если для ∀ε > 0 ∃δ > 0 такое, что при ∀x ∈ (a, a+ δ) будет
выполняться неравенство |f(x) − l| < ε или l − ε < f(x) < l + ε.

Таким же образом вводится понятие предела f(x) при x, стремя-
щемся к b слева. Мы не будем такое определение формулировать,
советуя читателю сделать это самостоятельно. Пишут так:

lim
x→b−0

f(x) = l или f(x) → l (x→ b− 0).

Нередко правосторонние и левосторонние пределы обозначают соот-
ветственно f(a+ 0) и f(b− 0).

Пусть функция f(x) задана в области (a, c)+(c, b). Если существу-
ют два равных предела

lim
x→c−0

f(x) = lim
x→c+0

f(x) = l,

то говорят, что l является пределом f(x) при x→ c, и пишут так:

lim
x→c

f(x) = l или f(x) → l (x→ c).

Заметим, что используя язык (ε, δ), определение для этого вари-
анта можно сформулировать так:

Определение. Число l называют пределом f(x) при x → c, если
для ∀ε > 0 ∃δ > 0 такое, что при ∀x ∈ (c−δ, c)+(c, c+δ) выполняется
неравенство |f(x) − l| < ε или, что то же, l − ε < f(x) < l + ε.

Итак, мы выяснили, в чем заключается понятие конечного преде-
ла. Мы дополним сказанное понятием бесконечного предела.

Пусть f(x) задана на промежутке [a,+∞).
Определение. Мы будем говорить, что при x → +∞ функция

f(x) стремится к +∞, если для ∀A ∃x0 такое, что при ∀x > x0

выполняется неравенство f(x) > A.
В этом случае мы будем писать

lim
x→+∞

f(x) = +∞ или f(x) → +∞ (x→ +∞).

Существо этого определения не сложное: функция f(x) с ростом
x может стать и оставаться больше любого заданного нами числа.

Далее, мы будем считать, что при x → +∞ функция f(x) стре-
мится к −∞, если для ∀A ∃x0 такое, что при ∀x > x0 выполняется
неравенство f(x) < A.
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Естественно, что соответствующая запись имеет вид:

lim
x→+∞

f(x) = −∞ или f(x) → −∞ (x→ +∞).

Если |f(x)| → +∞ при x → +∞, то говорят, что функция f(x)
стремится к ∞.

Аналогично определяются бесконечные пределы при x → c ± 0 и
при x→ c.

Если функция стремится к ±∞ или к ∞, то ее называют беско-
нечно большой при соответствующем стремлении x.

Пример. Рассмотрим функцию f(x) =
1

x
в ее естественной области

задания, то есть при x ∈ (−∞, 0) + (0,+∞). Нетрудно показать, что
имеют место такие равенства:

lim
x→−∞

1

x
= lim

x→+∞

1

x
= 0, lim

x→−0

1

x
= −∞, lim

x→+0

1

x
= +∞, lim

x→0

1

x
= ∞.

Рекомендуем проверить это самостоятельно, исходя из данных выше
определений.

Теперь нам нужно понять, как фактически пределы находятся и
какими свойствами обладают функции, имеющие пределы. Для этого
мы рассмотрим один частный случай пределов.

1.6. Бесконечно малые функции

Определение. Если f(x) → 0 при x → c, то f(x) называют бес-
конечно малой при x→ c.

Полагая в данном выше определении предела l = 0, можно сказать
так: если для ∀ε > 0 ∃δ > 0 такое, что при ∀x ∈ (c− δ, c) + (c, c + δ)
выполняется неравенство |f(x)| < ε или, что то же, −ε < f(x) < ε,
то функция f(x) называется бесконечно малой при x→ c.

Аналогичным образом можно определить бесконечно малую при
x, стремящемся к c справа или слева, или к ±∞.

Если сравнить общее определение предела с определением беско-
нечно малой, то нетрудно заметить, что f(x) → l тогда и только
тогда, когда разность f(x) − l → 0, то есть является бесконечно ма-
лой. Положим α(x) = f(x)− l. Тогда f(x) = l+α(x). Таким образом,
справедлива:

Теорема 1. Функция f(x) имеет своим пределом l тогда и только
тогда, когда f(x) = l + α(x), где α(x) - бесконечно малая.
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Приведем еще три теоремы, описывающие свойства бесконечно
малых функций.

Теорема 2. Сумма, разность и произведение двух бесконечно ма-
лых есть бесконечно малая.

Доказательство. Будем для определенности считать, что x → +∞
(остальные случаи рассматриваются так же). Пусть α(x) и β(x) яв-
ляются бесконечно малыми при x → +∞. Тогда, в соответствии с
определением бесконечно малой, для всякого ε > 0 найдется такое

x0, что при ∀x > x0 будут выполняться неравенства |α(x)| < ε

2
и

|β(x)| < ε

2
. Отсюда получаем

|α(x) ± β(x)| 6 |α(x)| + |β(x)| 6
ε

2
+
ε

2
= ε.

Это означает, что α(x) ± β(x) → 0 при x→ +∞.
Подобным образом доказывается, что α(x)β(x) → 0 при x→ +∞.
Следствие. Сумма и произведение конечного числа бесконечно

малых есть бесконечно малая.
Мы не будем доказывать следствие, рекомендуя читателю сделать

это самостоятельно.
Теорема 3. Произведение бесконечно малой на ограниченную

функцию есть бесконечно малая.
Доказательство. Как и выше, будем для определенности считать,

что функции α(x) и f(x) заданы на [a,+∞), причем во всей обла-
сти задания функция f(x) ограничена, то есть |f(x)| < M, где M -
некоторое положительное число, а α(x) → 0 при x → +∞. В силу
определения бесконечно малой, для всякого ε > 0 найдется такое x0,

что при ∀x > x0 будет выполняться неравенство |α(x)| < ε

M
. В таком

случае, при тех же значениях x окажется |α(x)f(x)| < ε

M
M = ε. Это

означает, что произведение α(x)f(x) → 0 при x→ +∞.
Теорема 4. Функция является бесконечно малой тогда и только

тогда, когда обратная ей величина оказывается бесконечно большой.
Справедливость этой теоремы почти очевидна, так как неравен-

ство |α(x)| < ε выполняется тогда и только тогда, когда оказывается

| 1

α(x)
| > A =

1

ε
.

Если x → 0, то |x|µ → 0, если µ > 0. Действительно, возьмем

какое-нибудь ε > 0 и положим δ = ε
1
µ . Тогда, очевидно, при |x| < ε

1
µ
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будет |x|µ < ε. Это означает, что |x|µ → 0 при x→ 0.
Аналогичным образом нетрудно показать, что если µ > 0, то

функция
1

xµ
→ 0 при x→ +∞.

Пусть f(x) =
sinx

x
, где x ∈ (0,+∞). Так как | sinx| 6 1, а

1

x
→ 0

при x→ +∞, то f(x) =
sin x

x
→ 0 при x→ +∞.

1.7. Основные теоремы о пределах

Теорема 1 (арифметические операции с пределами). Если

lim
x→c

f1(x) = l1 и lim
x→c

f2(x) = l2,

то

lim
x→c

(f1(x) + f2(x)) = l1 + l2, lim
x→c

(f1(x) − f2(x)) = l1 − l2,

lim
x→c

f1(x)f2(x) = l1l2, lim
x→c

f1(x)

f2(x)
=
l1
l2

(l2 6= 0).

Доказательство. Все четыре утверждения доказываются одним и
тем же способом. Поэтому мы рассмотрим лишь одно из них. В силу
теоремы 1 предыдущего раздела, если f1(x) → l1 и f2(x) → l2, то
f1(x) = l1 + α1(x) и f2(x) = l2 + α2(x), где α1(x) → 0 и α2(x) → 0 при
x → c. Отсюда f1(x)f2(x) = l1l2 + l1α2(x) + l2α1(x) + α1(x)α2(x). Из
предыдущих теорем следует, что l1α2(x) + l2α1(x) + α1(x)α2(x) → 0
при x→ c. Таким образом, f1(x)f2(x) отличается от l1l2 на бесконечно
малую при x→ c. Значит, f1(x)f2(x) → l1l2 при x→ c. Утверждение
доказано.

Пример 1. Найти
lim
x→2

(x2 + x)(x3 − 4).

В соответствии с утверждением теоремы о пределе произведения
имеем x2 → 4 и x3 → 8 при x → 2. Далее, из утверждений о пре-
деле суммы и разности получаем x2 + x→ 6 и x3 − 4 → 4 при x→ 2.
Поэтому оказывается, что

lim
x→2

(x2 + x)(x3 − 4) = 6 ∗ 4 = 24.

Обычно такие подробные рассуждения никто не записывает, а про-
сто в написанное выражение подставляют предельные значения аргу-
мента и проводят соответствующие арифметические операции, если
они допустимы.
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Пример 2.

lim
x→4

2x3 − x2 − 5x− 2

3x2 + 2x+ 4
=

128 − 16 − 20 − 2

48 + 8 + 4
=

3

2
.

Пример 3.

lim
x→3

x2 + 2x− 15

2x2 + x− 21
.

При x = 3 числитель и знаменатель написанной дроби равны ну-
лю. Поэтому применить утверждение о пределе частного нельзя. Од-
нако, поскольку x = 3 является корнем числителя и корнем зна-
менателя, постольку числитель и знаменатель должны содержать
множитель x − 3. Действительно, x2 + 2x − 15 = (x − 3)(x + 5) и
2x2 + x− 21 = (x− 3)(2x+ 7). Следовательно,

lim
x→3

x2 + 2x− 15

2x2 + x− 21
= lim

x→3

(x− 3)(x+ 5)

(x− 3(2x+ 7)
= lim

x→3

x+ 5

2x+ 7
=

8

13
.

Пример 4.

lim
x→+∞

x3 + 4x2 + 6

2x3 + 2x− 1
.

Здесь невозможно в дробь подставить предельное значение x, так
как оно не существует. Поэтому преобразуем дробь, разделив все ее
члены на x3. Получим

lim
x→+∞

x3 + 4x2 + 6

2x3 + 2x− 1
= lim

x→+∞

1 + 4
x

+ 6
x3

2 + 2
x2 − 1

x3

=
1

2
,

поскольку дроби
4

x
,

6

x3
,

2

x2
,

1

x3
являются бесконечно малыми при

x→ +∞.
Теорема 2 (об ограниченности функции, имеющей конеч-

ный предел). Если функция f(x) имеет конечный предел при x→ c,
то она ограничена в некоторой окрестности точки c.

Доказательство. Пусть f(x) → l при x → c. Возьмем ε = 1. В
соответствии с определением предела, для этого ε = 1 найдется такое
δ > 0, что при ∀x ∈ (c−δ, c)+(c, c+δ) будет выполняться неравенство
l − 1 < f(x) < l + 1. Значит, f(x) ограничена в δ-окрестности точки
c. Теорема доказана.

Теорема 3 (сохранение знака функции, имеющей предел).
Если функция f(x) имеет положительный предел l при x→ c, то она
будет положительна в некоторой окрестности точки c.
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Доказательство. Зная, что l > 0, возьмем ε =
l

2
. Тогда найдется

такое δ > 0, что при ∀x ∈ (c − δ, c) + (c, c + δ) будет выполняться

неравенство
l

2
< f(x) <

3l

2
. Так как

l

2
> 0, то и f(x) > 0 во всех

точках δ-окрестности точки c. Теорема доказана.
Теорема 4 (предельный переход в неравенстве). Пусть функ-

ции f1(x) и f2(x) имеют общую область задания и f1(x) 6 f2(x). То-
гда, если f1(x) → l1 и f2(x) → l2 при x→ c, то l1 6 l2.

Доказательство. Допустим обратное, что l2 < l1, и возьмем положи-
тельное ε таким, чтобы выполнялось неравенство l2 + ε < l1 − ε. Для
этого ε найдется такое δ > 0, что при ∀x ∈ (c− δ, c) + (c, c+ δ) будут
выполняться неравенства l1−ε < f1(x) < l1+ε и l2−ε < f2(x) < l2+ε.
Сравнивая последние два неравенства и учитывая, что l2 +ε < l1−ε,
видим, что f2(x) < f1(x). Это неравенство противоречит условию
теоремы. Значит, наше предположение о том, что l2 < l1, неверно.
Следовательно, верно противоположное неравенство l1 6 l2. Теорема
доказана.

1.8. Сравнение функций

Определение. Если
f(x)

g(x)
→ 1 при x → c, то говорят, что функ-

ции f(x) и g(x) эквивалентны при x→ c.
Эквивалентность функций обозначают так: f(x) ∼ g(x) (x→ c).
Нетрудно понять, что вблизи точки c значения эквивалентных

функций f(x) и g(x) почти одинаковы.
Пример.

lim
x→∞

anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0

anxn
=

= lim
x→∞

(1 +
an−1

anx
+ ...+

a1

anxn−1
+

a0

anxn
) = 1.

Таким образом, многочлен при x → ∞ эквивалентен своему стар-
шему члену, то есть при очень больших значениях x величины всех
слагаемых многочлена пренебрежимо малы по сравнению со стар-
шим слагаемым.

Если две функции эквивалентны, то каждую из них можно назы-
вать главной частью другой функции.

Заметим, что если
f(x)

g(x)
→ A при x→ c, то f(x) ∼ Ag(x) (x→ c).
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Определение. Если
f(x)

g(x)
→ 0 при x → c, то говорят, что f(x)

есть "о маленькое" от g(x) при x → c. В этом случае пишут так:
f(x) = o(g(x)) (x→ c).

Запись f(x) = o(g(x)) (x → c) означает, что в окрестности точ-
ки c значения функции f(x) пренебрежимо малы по сравнению со
значениями функции g(x).

Пример. Очевидно,
x2

x
→ 0 при x→ 0. Значит, x2 = o(x) (x→ 0).

Вместе с тем
x

x2
→ 0 при x→ ∞. Следовательно, x = o(x2) (x→ ∞).

Докажем две теоремы, связанные со сравнением функций.
Теорема 1 (необходимое и достаточное условие эквива-

лентности). Условие f(x) − g(x) = o(g(x)) (x → c) необходимо
и достаточно для того, чтобы было f(x) ∼ g(x) (x→ c).

Доказательство. Пусть f(x) ∼ g(x) (x → c), то есть
f(x)

g(x)
→ 1 при

x→ c. Тогда

lim
x→c

f(x) − g(x)

g(x)
= lim

x→c

(

f(x)

g(x)
− 1

)

= 1 − 1 = 0,

а это означает, что f(x) − g(x) = o(g(x)) (x→ c).
Теперь предположим, что f(x) − g(x) = o(g(x)) (x → c). Тогда

f(x) = g(x) + o(g(x)) (x→ c). Отсюда

lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim

x→c

g(x) + o(g(x))

g(x)
= lim

x→c

(

1 +
o(g(x))

g(x)

)

= 1 + 0 = 1,

то есть f(x) ∼ g(x) (x→ c). Теорема доказана.

Теорема 2 (замена числителя и знаменателя дроби эквива-
лентными). Предел дроби не изменится, если ее числитель и знаме-
натель заменить эквивалентными им функциями (главными частя-
ми).

Доказательство. Пусть f1x) ∼ f2(x) и g1x) ∼ g2(x) при x→ c. Тогда

lim
x→c

f1(x)

g1(x)
= lim

x→c

f1(x)

f2(x)

f2(x)

g2(x)

g2(x)

g1(x)
= 1 · lim

x→c

f2(x)

g2(x)
· 1 = lim

x→c

f2(x)

g2(x)
.

Теорема доказана.

Доказанная теорема позволяет во многих случаях заметно упро-
стить нахождение пределов.
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Пример. Найти предел

lim
x→∞

4x4 + 2x3 − x2 + 7

7x4 − 3x3 + 5x2 − 9x+ 2
.

Как было показано выше, при x → ∞ многочлен эквивалентен
своему старшему члену. Поэтому

lim
x→∞

4x4 + 2x3 − x2 + 7

7x4 − 3x3 + 5x2 − 9x+ 2
= lim

x→∞

4x4

7x4
=

4

7
.

1.9. Два признака существования предела

Теорема 1 (о сжатой функции). Пусть функции f1(x), f2(x),
f3(x) имеют общую область задания и f1(x) 6 f2(x) 6 f3(x). Тогда,
если при x → c функции f1(x) и f3(x) имеют пределом число l, то и
f2(x) имеет при x→ c предел l.

Доказательство. Если f1(x) → l и f3(x) → l при x → c, то, в
соответствии с определением предела, для ∀ε > 0 ∃δ > 0 такое, что
при ∀x ∈ (c− δ, c) + (c, c+ δ) выполняются неравенства

l − ε < f1(x) < l + ε и l − ε < f3(x) < l + ε.

Поскольку f2(x) заключено между f1(x) и f3(x), постольку и для
f2(x) должно выполняться неравенство l − ε < f2(x) < l + ε. Это
означает, что f2(x) → l при x→ c. Теорема доказана.

Прежде чем формулировать еще один признак существования пре-
дела, дадим некоторые определения.

Определение. Функция f(x) называется возрастающей на про-
межутке [a, b], если на этом промежутке из неравенства x1 < x2 сле-
дует неравенство f(x1) 6 f(x2).

Определение. Функция f(x) называется строго возрастающей на
промежутке [a, b], если на этом промежутке из неравенства x1 < x2

следует, что f(x1) < f(x2).
Определение. Функция f(x) называется убывающей на проме-

жутке [a, b], если на этом промежутке из неравенства x1 < x2 следует
неравенство f(x1) > f(x2).

Определение. Функция f(x) называется строго убывающей на
промежутке [a, b], если на этом промежутке из неравенства x1 < x2

следует неравенство f(x1) > f(x2).
Как возрастающие, так и убывающие функции называют моно-

тонными (соответственно, строго монотонными).
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Теорема 2 (о монотонной ограниченной функции). Пусть
функция f(x) задана на промежутке [a, c). Если она возрастает и
ограничена сверху на этом промежутке, то она имеет предел при
x→ c− 0.

Доказательство. Так как f(x) ограничена сверху, то ее значения на
промежутке [a, c) имеют точную верхнюю границуM∗. По свойству
точной верхней границы, для ∀ε > 0 найдется такое значение f(x),
которое окажется больше, чем M∗ − ε (но будет не больше M∗). Обо-
значим это значение функции через f(c − δ), где c − δ - некоторая
точка из [a, c). Тогда мы можем написать: M∗ − ε < f(c − δ) < M∗.
Так как f(x) возрастает, то последнее неравенство будет выполнено
и при ∀x ∈ (c − δ, c). Итак, для ∀ε > 0 ∃δ > 0 такое, что при всех
x ∈ (c − δ, c) значения f(x) отличаются от M∗ меньше, чем на ε.
Значит, M∗ является пределом f(x) при x→ c−0. Теорема доказана.

Заметим, что функция f(x) не превосходит своего предела.
Естественно, что аналогичное утверждение остается в силе, если

функция убывает и ограничена снизу, причем она оказывается не
меньше своего предела.

В дальнейшем мы будем неоднократно использовать эти призна-
ки.

1.10. Один важный предел

Докажем вначале, что при x ∈ (0,
π

2
) справедливо неравенство

sinx < x < tg x.

Действительно, из рис. 2 хорошо видно, что площади нарисован-
ных фигур удовлетворяют неравенству

SOAB < Sсект < SOAC .

Пусть OA = OB = R. Тогда, как легко увидеть, SOAB =
1

2
R2 sin x,

Sсект =
1

2
R2x, SOAC =

1

2
R2 tg x. Поэтому неравенство принимает

вид
1

2
R2 sin x <

1

2
R2x <

1

2
R2 tg x.

Сокращая все части на
1

2
R2, получаем

sinx < x < tg x.
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x

Рис. 2.

Неравенство доказано.
Разделим все части неравенства на sinx. Получим

1 <
x

sinx
<

1

cosx
,

или

1 >
sinx

x
> cosx.

При x → +0 будет cosx → 1. Таким образом, в нашем неравенстве
левая часть равна 1, а правая стремится к 1 при x → +0. В таком

случае, в соответствии с теоремой о сжатой функции,
sinx

x
→ 1 при

x→ +0.

Если мы заменим x на −x, то дробь
sinx

x
не изменится. Поэтому

sin x

x
→ 1 при x→ −0. Это дает нам право написать, что

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Мы нашли очень полезный для дальнейшего предел.
Полученное можно записать так: sin x ∼ x (x→ 0).
Пример 1.

lim
x→0

tg x

x
= lim

x→0

sinx

x

1

cosx
= 1.

Таким образом, tg x ∼ x (x→ 0).
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Пример 2. Найдем

lim
x→0

1 − cosx

x2
.

Мы знаем, что 1 − cosx = 2 sin2 x

2
. Далее, sin

x

2
∼

x

2
при x → 0.

Поэтому sin2 x

2
∼
x2

4
, а 1 − cos x ∼

x2

2
при x → 0. Теперь, заменяя

числитель дроби эквивалентной величиной, получаем

lim
x→0

1 − cosx

x2
= lim

x→0

x2

2x2
=

1

2
.

Заметим, что при решении задачи мы попутно получили одно весьма

полезное отношение эквивалентности: 1 − cosx ∼
x2

2
(x→ 0).

1.11. Понятие касательной

Пусть на промежутке [a, b] задана функция y = f(x) и построен
ее график (рис. 3).

O x

y

a bx0 x

f(x0)

f(x)

ϕ
ψ

ψ

Рис. 3. Касательная

Возьмем на этом графике две точки: (x0, f(x0)) и (x, f(x)). Че-
рез эти две точки проведем секущую к графику. Затем устремим x
к x0. Тогда точка (x, f(x)) будет вдоль графика двигаться к точке
(x0, f(x0)), а секущая в пределе превратится в прямую, которую на-
зывают касательной.

Обозначим через ϕ угол наклона касательной к оси 0x, а через ψ
угол наклона секущей и найдем угловой коэффициент касательной
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k = tgϕ.Очевидно, что ψ → ϕ при x → x0, а потому tgψ → tgϕ при

x→ x0. Но tgψ =
f(x) − f(x0)

x− x0

. Следовательно,

k = tgϕ = lim
x→x0

f(x) − f(x0)

x− x0

.

В дальнейшем мы угол наклона касательной будем называть углом
наклона графика в точке (x0, f(x0)) .

Вообще, углом между двумя кривыми при их пересечении мы бу-
дем называть угол между их касательными в точке пересечения.

Пример. Найдем угол между синусоидой y = sinx и осью Ox в
начале координат.

Взяв на графике две точки (0, 0) и (x, sin x), получим

tgϕ = lim
x→0

sin x

x
= 1,

откуда ϕ =
π

4
.

1.12. Число e

Мы знаем, что график любой показательной функции y = ax про-
ходит через точку (0, 1). Если в этой точке провести касательную к
графику, то угол наклона касательной к оси Ox будет зависеть от
основания a.

Основание такой показательной функции, у которой касательная

к графику в точке (0, 1) образует с осью Ox угол
π

4
, принято обозна-

чать через e (рис. 4).

Так как tg
π

4
= 1, то угловой коэффициент касательной должен

быть равен 1.
Теперь возьмем на графике функции y = ex точки (0, 1) и (x, ex)

и проведем через них секущую. Очевидно, что угловой коэффициент
секущей равен

ex − 1

x
.

При x → 0, как говорилось в предыдущем разделе, секущая пре-
вратится в касательную, а предел ее углового коэффициента будет
равняться угловому коэффициенту касатательной. Значит, должно
быть

lim
x→0

ex − 1

x
= 1. (∗)
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x

y

1

O

y = ex

Рис. 4. График функции ex

Теперь мы можем сказать так: e это такое число, для которого спра-
ведливо равенство (∗).

Позже мы увидим, как можно вычислить e с любой степенью точ-
ности, а пока приведем приближенное значение e ≈ 2, 71828.

Показательную функцию с основанием e, то есть y = ex, часто
называют экспонентой и пишут так: y = expx.

Логарифмы по основанию e называют натуральными. Для нату-
ральных логарифмов обычно используют обозначение y = lnx.

Нетрудно убедиться в том, что всякая показательная функция за-
писывается с помощью экспоненты так:

ax = ex ln a,

а логарифмы, взятые по основанию a, можно выразить через нату-
ральные следующим образом:

loga x =
lnx

ln a
.

Например,

lg x =
ln x

ln 10
≈ 0, 434 lnx.

Заметим, что из равенства (∗) следует такое соотношение эквива-
лентности: ex − 1 ∼ x при x→ 0.

Это соотношение часто используется при нахождении пределов.
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1.13. Несколько важных пределов

Используя предел (∗), можно найти еще несколько весьма полез-
ных для дальнейшего пределов.

Во-первых, так как ax = ex ln a, то

lim
x→0

ax − 1

x
= lim

x→0

ex ln a − 1

x
.

Если x→ 0, то x ln a→ 0, а тогда ex ln a − 1 ∼ x ln a. Поэтому

lim
x→0

ex ln a − 1

x
= lim

x→0

x ln a

x
= ln a.

Итак,

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a,

а потому ax − 1 ∼ x ln a (x→ 0).

Теперь найдем предел

lim
x→0

ln(1 + x)

x
.

Для этого сделаем замену: z = ln(1 + x), из которой нетрудно уви-
деть, что x = ez − 1. Видно также, что при x → 0 будет z → 0.
Следовательно,

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

z→0

z

ez − 1
= 1.

Итак,

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1,

то есть ln(1 + x) ∼ x (x→ 0).

Далее,

lim
x→0

(1 + x)
1
x = lim

x→0

(

eln(1+x)
)

1
x = lim

x→0
e

ln(1+x)
x = e1 = e.

Мы нашли еще один полезный предел:

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.
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Если в последнем равенстве положить x =
1

z
, то оно примет вид:

lim
z→∞

(

1 +
1

z

)z

= e.

Получим еще один предел:

lim
x→0

(1 + x)µ − 1

x
= lim

x→0

eµ ln(1+x) − 1

x
= lim

x→0

µ ln(1 + x)

x
= µ.

Итак,

lim
x→0

(1 + x)µ − 1

x
= µ,

откуда (1 + x)µ − 1 ∼ µx (x→ 0).

Найденные нами пределы часто используются как в теории, так и
при решении конкретных задач.

Пример 1. Найдем предел

lim
x→0

3
√

1 + x− 1

23x − 1
.

В соответствии с полученными выше эквивалентностями, можем на-

писать, что 3
√

1 + x− 1 ∼
1

3
x и 23x − 1 ∼ 3x ln 2 при x→ 0. Поэтому

lim
x→0

3
√

1 + x− 1

23x − 1
= lim

x→0

x

9x ln 2
=

1

9 ln 2
.

Пример 2.

lim
x→1

xm − 1

xn − 1
=?

Так как x→ 1, то x = 1 + z, где z → 0. Поэтому

lim
x→1

xm − 1

xn − 1
= lim

z→0

(1 + z)m − 1

(1 + z)n − 1
= lim

z→0

mz

nz
=
m

n
.

Пример 3. Найдем

lim
x→π

esin x − 1√
1 + tg x− 1

.

Для решения положим x = π + z. Тогда z → 0 и

lim
x→π

esin x − 1√
1 + tg x− 1

= lim
z→0

esin(π+z) − 1
√

1 + tg(π + z) − 1
=
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= lim
z→0

e− sin z − 1√
1 + tg z − 1

.

Так как sin z → 0 и tg z → 0 при z → 0, то e− sin z − 1 ∼ − sin z и√
1 + tg z − 1 ∼ 1

2
tg z. Отсюда

lim
x→π

esin x − 1√
1 + tg x− 1

= lim
z→0

−2 sin z

tg z
= −2.

1.14. Понятие непрерывности функции

Пусть x0 - точка, лежащая внутри области задания функции f(x).
Мы будем называть f(x) непрерывной в точке x0, если выполняется
равенство

lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x) = f(x0).

Иначе говоря, f(x) непрерывна в точке x0, если

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Если вспомнить определение предела, то можно понятие непрерыв-
ности сформулировать на языке ”ε, δ” :

функция f(x) непрерывна в точке x0, если для ∀ε > 0 ∃δ > 0
такое, что при ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) выполняется неравенство

|f(x) − f(x0)| < ε.

Введем разности ∆x0 = x − x0 и ∆f(x0) = f(x0) − f(x), которые
будем называть соответственно приращениями аргумента и функции
в точке x0. Ясно, что f(x) непрерывна в точке x0 тогда и только тогда,
когда разность ∆f(x0) → 0 при ∆x0 → 0. Это дает нам возможность
дать такое определение непрерывности:

функция f(x) непрерывна в точке x0, если в этой точке бесконеч-
но малому приращению аргумента соответствует бесконечно малое
приращение функции.

Таким образом, мы получили четыре равносильных определения
непрерывности функции в точке.

Замечание. Можно ввести понятие односторонней непрерывно-
сти. Например, если f(x) → f(x0) при x→ x0−0, то функция f(x) на-
зывается непрерывной слева в точке x0. Аналогично вводится непре-
рывность справа. Очевидно, что если функция непрерывна слева и
справа в точке x0, то она непрерывна в этой точке.
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Теорема 1. Если функции f(x) и g(x) непрерывны в точке x0, то

в этой точке непрерывны f(x)± g(x), f(x)g(x) и
f(x)

g(x)
, если g(x) 6= 0.

Доказательство. Эта теорема является частным случаем теоремы
о пределах суммы, разности, произведения и частного. Действитель-
но, непрерывность f(x) и g(x) в точке x0 означает, что f(x) → f(x0)
и g(x) → g(x0) при x → x0. Тогда f(x) ± g(x) → f(x0) ± g(x0),

f(x)g(x) → f(x0)g(x0) и
f(x)

g(x)
→ f(x0)

g(x0)
, если g(x0) 6= 0. Тем самым

теорема доказана.

Теорема 2. Пусть y = f(x), y0 = f(x0), z = g(y), z0 = g(y0). Тогда
если f(x) непрерывна в точке x0, а g(y) непрерывна в точке y0, то
сложная функция g(f(x)) непрерывна в точке x0, то есть суперпози-
ция непрерывных функций непрерывна.

Доказательство. Возьмем x0 и найдем y0, по которому получим z0.
Дадим x0 некоторое приращение ∆x0. Оно вызовет приращение ∆y0,
которое, в свою очередь, породит приращение ∆z0. Если ∆x0 → 0,
то ∆y0 → 0 из-за непрерывности функции f . Но при ∆y0 → 0 будет
∆z0 → 0, так как непрерывна функция g. Таким образом, оказывает-
ся ∆z0 → 0 при ∆x0 → 0. Значит, суперпозиция непрерывна. Теорема
доказана.

Приведем некоторые примеры непрерывных функций.
Функция y = C, где C - константа, непрерывна при всяком x ∈ R,

так как ∆y = 0 при всех x.
Если y = x, то ∆y = ∆x, а потому ∆y → 0 при ∆x → 0 для

любого x ∈ R. Значит, функция y = x непрерывна во всех точках
естественной области задания.

Далее, функция y = xn, где n - целое положительное число, то-
же непрерывна при ∀x ∈ R, поскольку она является произведением
непрерывных функций.

Из сказанного ясно, что любой многочлен Pn(x) непрерывен при
∀x ∈ R, так как он получен из непрерывных функций с помощью
арифметических операций.

Отсюда следует, что всякая рациональная дробь
Qm(x)

Pn(x)
непрерыв-

на при всех x, кроме тех, что являются корнями знаменателя.
Можно формально доказать, что функции y = sinx и y = cosx
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непрерывны при всех x ∈ R. Действительно, при ∀x и ∀∆x имеем

∆y = sin(x+ ∆x) − sinx = 2 sin
∆x

2
cos

(

x+
∆x

2

)

.

Так как | cos(x +
∆x

2
)| ≤ 1, то |∆y| ≤ 2| sin ∆x

2
|. В силу неравен-

ства, доказанного в разделе 1.10, | sin ∆x

2
| ≤ |∆x

2
|. Следовательно,

|∆y| ≤ |∆x|, а потому |∆y| → 0 при |∆x| → 0. Это означает, что
функция y = sinx непрерывна при ∀x ∈ R. Аналогично доказыва-
ется непрерывность косинуса. Из непрерывности синуса и косинуса

следует непрерывность tg x =
sinx

cosx
и ctg x =

cosx

sinx
при всех x, кроме

тех, где знаменатель равен нулю.
Можно доказать, что все основные элементарные функции непре-

рывны при всех x из области естественного определения. Из этого
следует, что все элементарные функции непрерывны в своих есте-
ственных областях задания, поскольку они строятся из основных эле-
ментарных функций с помощью арифметических операций и супер-
позиций.

Если функция непрерывна во всех точках некоторого промежутка,
то она называется непрерывной на этом промежутке. Мы приведем
без доказательства некоторые свойства функций, непрерывных на
промежутке.

Теорема Коши (A. L. Cauchi, 1789-1857) о промежуточном
значении непрерывной функции. Пусть функция f(x) непрерыв-
на на промежутке [a, b] и f(a) < f(b). Тогда для любого числа Q, удо-
влетворяющего неравенству f(a) < Q < f(b), найдется такая точка
c ∈ (a, b), что f(c) = Q.

Иначе говоря, непрерывная функция, переходя от одного своего
значения к другому, принимает и все промежуточные значения.

Теорема Вейерштрасса (K. T. W. Weierstrass, 1815-1897).
Если функция непрерывна на замкнутом промежутке, то она огра-
ничена на этом промежутке и принимает на нем свои наибольшее и
наименьшее значения.

В этой теореме существенно, что функция непрерывна на замкну-
том промежутке. Для незамкнутого промежутка утверждение может

оказаться неверным. Например, функция y =
1

x
непрерывна на про-

межутке (0, 1), но не ограничена на нем, так как y → ∞ при x→ 0.
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