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ВВЕДЕНИЕ

Аналитическая геометрия имеет своей задачей изучение свойств гео�
метрических объектов при помощи аналитического метода.

В основе этого метода лежит так называемый метод координат, впер�
вые систематически примененный Декартом 1).

Основные понятия геометрии (точки, прямые линии и плоскости) от�
носятся к числу так называемых начальных понятий. Эти понятия мож�
но описать, но всякая попытка дать определение каждого их этих понятий
неизбежно сведется к замене определяемого понятия ему эквивалентным.
С научной точки зрения логически безупречным методом введения ука�
занных понятий является аксиоматический метод, в развитии и завер�
шении которого величайшая заслуга принадлежит Гильберту 2).

Аксиоматический метод излагается в Приложении в конце настоящей
книги. Там дается представление о всей системе аксиом геометрии и о так
называемой неевклидовой геометрии, к которой приводит замена одной
из аксиом (так называемой аксиомы параллельности) утверждением, ее
отрицающим.

Там же выясняется вопрос о непротиворечивости как евклидовой, так
и неевклидовой геометрии и устанавливается, что конкретной реализаци�
ей совокупности объектов, удовлетворяющих аксиомам геометрии, являет�
ся введение точек как всевозможных упорядоченных троек (x, y, z) веще�
ственных чисел, прямых — как множества троек (x, y, z), удовлетворяю�
щих системе двух линейных уравнений, и плоскостей — как множества
троек (x, y, z), удовлетворяющих одному линейному уравнению.

Аксиоматический метод закладывает фундамент и для лежащего в ос�
нове аналитической геометрии метода координат. Ради простоты рассмот�
рим вопрос о введении координат на прямой. Возможность введения ко�
ординат на прямой основывается на возможности установления взаим�
но однозначного соответствия  между множеством всех точек прямой
и множеством всех вещественных чисел. Доказательство возможности
установления такого соответствия базируется на аксиомах геометрии и
на аксиомах (свойствах) множества вещественных чисел 3) и приводится в
Приложении к настоящей книге.

1) Рене Декарт — великий французский математик и философ (1596–1650).
2) Давид Гильберт — великий немецкий математик (1862–1943).
3) Свойства вещественных чисел и аксиоматический метод введения множества

вещественных чисел излагаются в гл. 2 и в Приложении к выпуску 1 настоящего
курса.

ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта книга возникла на основе лекций, читавшихся авторами на физи�
ческом факультете МГУ в течение ряда лет.

Отметим некоторые особенности изложения. Во�первых, отметим, что
по всей книге идет параллельное рассмотрение случаев плоскости и про�
странства.

Весьма подробно излагается векторная алгебра. При ее изложении
сразу же вводится понятие линейной зависимости векторов, и на его осно�
ве устанавливается возможность однозначного разложения вектора по
аффинному базису. Отличаются от общепринятых доказательство рас�
пределительного свойства векторного произведения и формулы для двой�
ного векторного произведения.

В связи с потребностями теоретической механики детально рассмат�
ривается преобразование декартовых прямоугольных координат. Выяс�
няется роль углов Эйлера и устанавливается, что, каковы бы ни были два
базиса одной ориентации, один из них может быть преобразован в другой
посредством параллельного переноса и одного поворота вокруг некото�
рой оси в пространстве.

При описании линейных образов, наряду с изложением традиционно�
го теоретического материала, рассмотрено большое число задач идейно�
го характера. Нам кажется, что разбор этих задач принесет пользу сту�
дентам, приступающим к упражнениям.

Не оставлены без внимания и имеющие прикладной характер вопросы
теории образов второго порядка (оптические свойства, полярные уравне�
ния и т.п.).

Приложение к книге содержит материал, не входящий в традиционные
курсы аналитической геометрии. Здесь дается представление об аксиома�
тике Гильберта. Проводится обоснование метода координат, дается пред�
ставление о системе развертывания основных геометрических понятий,
об евклидовой и неевклидовой геометриях и о доказательствах их непро�
тиворечивости.

По программе, действующей в настоящее время, этот материал не вхо�
дит ни в один математический курс. Тем не менее этот материал актуален
не только с точки зрения логических принципов построения геометрии,
но и для понимания ряда разделов современной физики.

При написании этой книги мы широко пользовались советами и дру�
жеской критикой А.Н. Тихонова и А.Г. Свешникова, которым приносим
свою глубокую благодарность.

Нам хочется также поблагодарить Н.В. Ефимова и А.Ф. Леонтьева за
прочтение рукописи и сделанные ими замечания.

1968 г. В. Ильин, Э. Позняк
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В этой главе вводятся декартовы координаты 1) на прямой, на плоско�
сти и в пространстве. Рассматриваются простейшие задачи аналитичес�
кой геометрии (расстояние между двумя точками, деление отрезка в дан�
ном отношении). Дается понятие о других системах координат (поляр�
ных, цилиндрических и сферических).

§ 1. Декартовы координаты на прямой

1. Направленные отрезки на оси. Прямую линию 2) с указанным на
ней направлением будем называть осью. Отрезок на оси называется на�
правленным, если указано, какая из его граничных точек является нача�
лом и какая — концом. Будем обозначать направленный отрезок с нача�
лом в точке А и концом в точке В символом ��  (на рис. 1.1 изображены
направленные отрезки ��  и �� ). Мы будем рассматривать также и так
называемые нулевые направленные отрезки,
у которых начало и конец совпадают.

С каждым направленным отрезком сопос�
тавляется его числовая характеристика — так
называемая величина направленного отрез�
ка. Величиной АВ направленного отрезка ��  называется число, равное
длине отрезка �� , взятой со знаком плюс, если направление ��  совпадает
с направлением оси, и со знаком минус, если направление ��  противопо�
ложно направлению оси. Величины всех нулевых направленных отрезков
считаются равными нулю.

Г Л А В А  1

СИСТЕМЫ КООРДИНАТ. ПРОСТЕЙШИЕ ЗАДАЧИ
АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

1) Координаты (от латинских слов со — совместно, ordinatus — упорядоченный,
определенный) — числа, заданием которых определяется положение точки на пря�
мой, на плоскости или в пространстве (соответственно на линии или на поверхности).
Заслуга введения метода координат, с помощью которого задачи геометрии могут
быть истолкованы на языке математического анализа, и, обратно, факты анализа мо�
гут приобрести геометрическое толкование, принадлежит французскому ученому
Р. Декарту.

2) В Приложении в конце этой книги рассматривается аксиоматическое введение
основных геометрических понятий (точек, прямых, плоскостей). Кроме того, в этом
же Приложении устанавливается связь между геометрическим понятием прямой ли�
нии и понятием числовой оси (см. вып. 1 «Основы математического анализа»).

Рис. 1.1

Таким образом, в Приложении к настоящей книге читатель найдет обо�
снование как системы развертывания основных геометрических понятий,
так и лежащего в основе аналитической геометрии метода координат.

Метод координат представляет собой глубокий и мощный аппарат,
позволяющий привлекать для исследования геометрических объектов
методы алгебры и математического анализа.

ВВЕДЕНИЕ
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то знак величины отрезка ��  совпадает со знаком числа АВ + CD, т.е.
справедливо равенство АВ + CD = AD. Теорема доказана.

Следствие.Следствие.Следствие.Следствие.Следствие. При любом расположении точек А, В, С на числовой
оси величины направленных отрезков �� , ��  и ��  удовлетворяют
соотношению

��  + ��  = �� , (1.1)

которое называется основным тождеством.
Операция умножения направленного отрезка на вещественное число α

определяется следующим образом.
П р о и з в е д е н и е м  н а п р а в л е н н о г о  о т р е з к а ��  на

число α называется направленный отрезок, обозначаемый α ⋅⋅⋅⋅⋅ �� , дли$
на которого равна произведению числа |α| на длину отрезка ��  и
направление которого совпадает с направлением отрезка ��  при α > 0
и противоположно направлению ��  при α < 0.

Очевидно, величина направленного отрезка α ⋅⋅⋅⋅⋅ ��  равна α ⋅⋅⋅⋅⋅ AB.
3. Декартовы координаты на прямой. Декартовы координаты на

прямой вводятся следующим образом. Выберем на прямой определенное
направление 1) и некоторую точку О — нача7
ло координат (рис. 1.4). Кроме того, укажем
единицу масштаба. Рассмотрим теперь произ7
вольную точку М на прямой. Д е к а р т о$
в о й  к о о р д и н а т о й  х  т о ч к и  М
будем называть величину направленного отрезка �� .

Тот факт, что точка М имеет координату х, символически обозначают
так: М (х).

З а м е ч а н и е. Введение декартовых координат на прямой представ7
ляет собой один из способов, с помощью которого любой точке М пря$
мой ставится в соответствие вполне определенное вещественное
число х. Вопрос о том, исчерпывается ли при этом способе все множе7
ство вещественных чисел, т.е. будет ли указанное соответствие взаимно
однозначным, положительно решается в Приложении в конце книги.
(См. по этому поводу также Приложение к вып. I.)

Пусть M1(x1) и М2(x2) — две точки на оси. В следующем утверждении
устанавливается выражение величины M1M2 направленного отрезка

� �
��  через координаты х1 и х2 — его начала и конца.

Теорема 1.2.Теорема 1.2.Теорема 1.2.Теорема 1.2.Теорема 1.2. Величина М1М2 направленного отрезка � �
��  равна

х2 − x1, т.е.
M1M2 =x2 − x1. (1.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим на оси три точки О, M1, М2. Со7
гласно теореме 1.1 справедливо равенство

OM1 + M1M2 = OM2. (1.3)

Рис. 1.4

1) Напомним, что прямая с указанным на ней направлением, называется осью.

2. Линейные операции над направленными отрезками. Основ�
ное тождество. Предварительно определим равенство направленных от7
резков. Направленные отрезки мы будем перемещать вдоль оси, на кото7
рой они лежат, сохраняя при этом их длину и направление 1).

Два ненулевых направленных отрезка называются равными, если
при совмещении начал этих отрезков совпадают и их концы. Любые
два нулевых направленных отрезка считаются равными.

Очевидно, необходимым и достаточным условием равенства двух
направленных отрезков на данной оси является равенство величин
этих отрезков.

Линейными операциями над направленными отрезками будем назы7
вать операции сложения таких отрезков и умножения направленного
отрезка на вещественное число.

Перейдем к определению этих операций.
Для определения с у м м ы  направленных отрезков ��  и ��  совмес7

тим начало С отрезка ��  с концом В отрезка ��  (рис. 1.2). Полученный
при этом направленный отрезок ��  называется суммой направленных
отрезков ��  и ��  и обозначается символом �� + �� .

Справедлива следующая основная теорема.
Теорема 1.1Теорема 1.1Теорема 1.1Теорема 1.1Теорема 1.1. Величина суммы направленных отрезков равна сум$

ме величин слагаемых отрезков.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть хотя бы один из отрезков ��  и ��

является нулевым. Если, например, отрезок ��  нулевой, то сумма
�� + ��  совпадает с отрезком �� , и утверждение теоремы справедли7
во. Пусть теперь оба отрезка ��  и ��  ненулевые. Совместим начало С
отрезка ��  с концом В отрезка �� . Тогда �� + �� = �� . Нам нужно
доказать справедливость равенства �� + �� = �� . Рассмотрим случай,
когда оба отрезка ��  и ��  направлены в одну сторону (рис. 1.2). В этом
случае длина отрезка ��  равна сумме длин отрезков ��  и ��  и, кроме
того, направление отрезка ��  совпадает с направлением каждого из от7
резков ��  и �� . Поэтому интересующее нас равенство AB + CD = AD
справедливо. Рассмотрим, наконец, еще один возможный случай, когда
отрезки ��  и ��  направлены в противоположные стороны (рис. 1.3).

1) Вопрос о возможности перемещения отрезков связан с аксиомами конгру7
энтности (см. Приложение в конце книги и, в частности, сноску на с. 209).

§ 1] ДЕКАРТОВЫ КООРДИНАТЫ НА ПРЯМОЙ

В этом случае величины отрезков ��  и ��  имеют разные знаки, и поэто7
му длина отрезка ��  равна |AB + CD|. Так как направление отрезка ��

совпадает с направлением наибольшего по длине из отрезков ��  и �� ,

Рис. 1.2 Рис. 1.3
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то знак величины отрезка ��  совпадает со знаком числа АВ + CD, т.е.
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Декартовы координаты х, у и z точки М называются соответственно ее
абсциссой, ординатой и аппликатой. Тот факт, что точка М имеет ко7
ординаты х, у и z, символически обозначают так: М (х, у, z).

Так как OM1 = х1, ОМ2 = х2, то из (1.3) вытекает нужное нам соотношение
(1.2). Теорема доказана.

Следствие.Следствие.Следствие.Следствие.Следствие. Расстояние ρ (M1, M2) между точками M1(x1) и М2(x2)
может быть найдено по формуле

ρ (M1, M2) = |x2 − x1|. (1.4)

§ 2. Декартовы координаты на плоскости
и в пространстве

1. Декартовы координаты на плоскости. Две перпендикулярные
оси на плоскости с общим началом и одинаковой масштабной единицей
(рис. 1.5) образуют декартову прямоугольную систему координат на
плоскости. Одну из указанных осей называют осью Ох или осью абс$
цисс, другую — осью Оу или осью ординат. Эти оси называют также

координатными осями. Обозначим через Мх и My

соответственно проекции произвольной точки М
плоскости на оси Ох и Оу.

Д е к а р т о в ы м и  п р я м о у г о л ь н ы м и
к о о р д и н а т а м и  х  и  у  точки М будем на$
зывать соответственно величины направленных
отрезков 

�
��  и 

�
�� .

Декартовы координаты х и у точки М называют7
ся соответственно ее абсциссой и ординатой. Тот

факт, что точка М имеет координаты х и у, символически обозначают
так: М (х, у).

Координатные оси разбивают плоскость на четыре квадранта, нуме7
рация которых указана на рис. 1.6. На этом же рисунке указана расста7
новка знаков координат точек в зависимости от их расположения в том
или ином квадранте.

2. Декартовы координаты в пространстве. Декартовы координаты
в пространстве вводятся в полной аналогии с декартовыми координатами
на плоскости.

Три взаимно перпендикулярные оси в пространстве (координатные оси)
с общим началом О и одинаковой масштабной единицей (рис. 1.7) обра7
зуют декартову прямоугольную систему координат в пространстве. Одну
из указанных осей называют осью Ох или осью абсцисс, другую — осью Оу
или осью ординат, третью — осью Oz или осью аппликат. Пусть Мх, Му

и Мz — проекции произвольной точки М пространства на оси Ох, Оу и Оz
соответственно.

Д е к а р т о в ы м и  п р я м о у г о л ь н ы м и  к о о р д и н а т а м и
х, у и z точки М будем называть соответственно величины направ$
ленных отрезков 

�
�� , 

�
��  и 

�
�� .

Рис. 1.6 Рис. 1.7

Попарно взятые координатные оси располагаются в так называемых
координатных плоскостях хОу, yOz и zОх (рис. 1.7). Эти плоскости
разбивают пространство на восемь октантов. Читатель без труда выяс7
нит расстановку знаков координат точек в зависимости от их расположе7
ния в том или ином октанте.

§ 3. Простейшие задачи аналитической геометрии

1. Понятие направленного отрезка в пространстве. Проекция на�
правленного отрезка на ось. Отрезок в пространстве называется направ$
ленным, если указано, какая из его граничных точек является началом и
какая — концом. Как и в п. 1 § 1 этой главы символом ��  будем обозна7
чать направленный отрезок с началом в точке А и концом в точке В.

Рассмотрим в пространстве направленный отрезок � ���  и ось Ох
(рис. 1.8). При этом будем считать, что на оси Ох введены декартовы коор7
динаты точек.

Проекцией направленного отрезка � �
��  на ось Ох (прOх 

� �
�� )

называется величина направленного отрезка 
� �� �

� � , началом M1x ко7
торого служит проекция начала отрезка � �

�� , а концом M2x — проек7
ция конца отрезка � ��� .

Пусть точки M1x и М2х имеют на оси Ох координаты x1 и x2 соответ7
ственно. Из определения прOx � �

��  и теоремы 1.2 вытекает справедли7
вость соотношения

прOх 
� �

�� = x2 − x1. (1.5)

Установим еще одну формулу для вычисления прOx � �
�� . Для этого пе7

ренесем направленный отрезок � �
��  параллельно самому себе так, что7

бы его начало совпало с какой7либо точкой оси Ох (на рис. 1.8 этой точ7
кой является точка M1x). Обозначим через ϕ наименьший угол между на7
правлением оси Ох и направлением отрезка � �� �

� � , полученного

Рис. 1.5

§ 3] ПРОСТЕЙШИЕ ЗАДАЧИ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ
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зывать соответственно величины направленных
отрезков 

�
��  и 

�
�� .
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�
�� , 

�
��  и 

�
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Рис. 1.6 Рис. 1.7

Попарно взятые координатные оси располагаются в так называемых
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нит расстановку знаков координат точек в зависимости от их расположе7
ния в том или ином октанте.

§ 3. Простейшие задачи аналитической геометрии

1. Понятие направленного отрезка в пространстве. Проекция на�
правленного отрезка на ось. Отрезок в пространстве называется направ$
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динаты точек.

Проекцией направленного отрезка � �
��  на ось Ох (прOх 

� �
�� )

называется величина направленного отрезка 
� �� �

� � , началом M1x ко7
торого служит проекция начала отрезка � �

�� , а концом M2x — проек7
ция конца отрезка � ��� .

Пусть точки M1x и М2х имеют на оси Ох координаты x1 и x2 соответ7
ственно. Из определения прOx � �

��  и теоремы 1.2 вытекает справедли7
вость соотношения

прOх 
� �

�� = x2 − x1. (1.5)

Установим еще одну формулу для вычисления прOx � �
�� . Для этого пе7

ренесем направленный отрезок � �
��  параллельно самому себе так, что7

бы его начало совпало с какой7либо точкой оси Ох (на рис. 1.8 этой точ7
кой является точка M1x). Обозначим через ϕ наименьший угол между на7
правлением оси Ох и направлением отрезка � �� �

� � , полученного

Рис. 1.5

§ 3] ПРОСТЕЙШИЕ ЗАДАЧИ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ
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3. Деление отрезка в данном отношении. Рассмотрим в простран#
стве две различные точки M1 и М2 и прямую, определяемую этими точ#
ками. Выберем на этой прямой некоторое направление (рис. 1.10). На
полученной оси точки М1 и M2 определяют направленный отрезок � ��� .

Пусть М — любая отличная от М2 точка указанной выше оси. Число

�

�

� �

��
(1.9)

называется отношением, в котором точка М делит направленный от�
резок � ��� . Таким образом, любая, отличная от M2 точка М делит отре#
зок � ���  в некотором отношении λ, где λ определяется равенством (1.9).

З а м е ч а н и е  1. При изменении направления на прямой, проходя#
щей через точки M1 и М2, меняют знак величины всех направленных

отрезков. Поэтому отношение �

�

� �

��
 в правой части формулы (1.9) не

зависит от выбора направления на
прямой M1М2.

Рассмотрим задачу о вычислении
координат точки М, делящей от�
резок � ���  в отношении λ, считая
известными координаты точек M1 и
М2 и число λ, где λ не равно −1.

Рассмотрим в пространстве декар#
тову прямоугольную систему коорди#
нат Охуz, и пусть в этой системе коор#
динат точки M1, M2 и М имеют соответственно координаты (x1, y1, z1),
(x2, y2, z2) и (x, y, z). Спроецируем точки M1, М2 и М на координатные оси
(на рис. 1.10 указаны лишь проекции M1x, M2x и Мх точек M1, M2 и М на
ось Ох). Очевидно, точка Мх делит направленный отрезок � �� �� �  в отно#
шении λ. Поэтому

�

�

� �

� �

� �

� �
(1.10)

Согласно теореме 1.2 M1xMx = x − x1, a MxM2x = x2 − x. Отсюда и из соотно#

шения (1.10) найдем, что х равняется � �

�

� �
. Совершенно аналогично

вычисляются координаты у и z точки М. Таким образом,

� � � � � �

� � �
� � �

� � � �
� �

� �

� (1.11)

указанным выше параллельным переносом отрезка � ��� . Отметим, что
угол ϕ заключен между 0 и π. При этом очевидно, что угол ϕ острый, если
направление отрезка � �� �� �  совпадает с направлением Ох, и тупой,
если направление � �� �� �  противоположно направлению Ох. Используя
это, легко убедиться в справедливости следующей нужной нам формулы:

пpOx � ��� = | � ��� | cos ϕ, (1.6)

в которой | � ��� | обозначает длину отрезка � ��� .
2. Расстояние между двумя точками. В этом пункте мы установим

формулу для вычисления расстояния между двумя точками по извест#
ным координатам этих точек. Эта задача уже решена для случая точек на
прямой в п. 3 § 1 этой главы (см. формулу (1.4)). Ради определенности под#
робно остановимся на случае, когда точки расположены в пространстве.

Рассмотрим в пространстве декартову систему координат Охуz и
точки M1(x1, y1, z1) и М2(x2, y2, z2) (рис. 1.9). Очевидно, расстояние
ρ (M1, M2) между точками M1 и М2, равное длине направленного отрезка

� ��� , равно также длине диагонали параллелепипеда, грани которого
параллельны координатным плоскостям и проходят через точки М1 и М2

(на рис. 1.9 этот параллелепипед изображен штриховой линией). Длина па#
раллельного оси Ох ребра этого параллелепипеда равна, очевидно, абсо#
лютной величине проекции отрезка � ���  на ось Ox, т.е., согласно форму#
ле (1.5), равна |x2 − x1|. По аналогичным соображениям длины ребер, па#
раллельных осям Оу и Oz, равны соответственно |y2 − y1| и |z2 − z1|.

§ 3] ПРОСТЕЙШИЕ ЗАДАЧИ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

Рис. 1.8 Рис. 1.9

Используя теорему Пифагора, получим следующую формулу для
ρ (М1, М2):

� � �

� � � � � � � �� �� � � � � � � � (1.7)

З а м е ч а н и е. Формула расстояния между двумя точками в случае
их расположения в плоскости Оху имеет следующий вид:

� �

� � � � � �� �� � � � � � (1.8)

Рис. 1.10
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Рис. 1.10
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согласно второму допущению и формуле для абсциссы х системы из двух
точек, получим выражение

� � � �

� �

� �

� �

���

���

���

���
�

� �

� �

�

�

�

�
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�

�

из которого сразу же вытекает первая формула (1.12). Выражения для у
и z получаются аналогично.

З а м е ч а н и е. Если система точек Mi с массами mi, расположена в
плоскости Оху, то координаты х и у центра тяжести этой системы могут
быть найдены по первым двум формулам (1.12).

4. Барицентрические координаты. Формулы (1.12) используются для введе7
ния так называемых барицентрических координат. Рассмотрим барицентрические
координаты на плоскости. В целях упрощения рассуждений будем считать, что на
плоскости введены и декартовы координаты Оху. Рассмотрим какие7либо три различ7
ные точки M1(x1, y1), M2(x2, у2), М3(х3, у3), не лежащие на одной прямой, и любую
данную точку М(х, у). Выясним, существуют ли такие три числа m1, m2, т3, удов$
летворяющие условию

m1 + m2 + m3 = 1, (1.13)

что данная точка M (x, у) будет центром тяжести системы точек M1, М2, М3 с
массами m1, m2, т3 соответственно. Ниже мы убедимся, что при сформулирован7
ных требованиях числа m1, m2, m3 определяются однозначно для каждой точки М.
Они называются барицентрическими координатами точки М относительно базис7
ных точек M1, M2 и М3.

Сформулированная задача о существовании чисел m1, m2, т3 при условии (1.13)
сводится, очевидно, к исследованию вопроса об однозначной разрешимости следую7
щей системы трех линейных уравнений 1) относительно m1, m2, т3:

m1 + т2 + m3 = 1,

m1x1 + т2x2 + m3x3 = x, (1.14)

m1y1 + т2y2 + m3y3 = y.

Известно, что для однозначной разрешимости квадратной системы линейных уравне7
ний (система, у которой число уравнений равно числу неизвестных) необходимо и
достаточно, чтобы определитель этой системы был отличен от нуля (см. Дополнение
к этой главе). Для рассматриваемой системы этот определитель имеет вид

� � � � � � � � � � �

� � �

� � �

�� � � � � � � � � � �

� � �

Формулы (1.11) называются формулами деления отрезка в данном от$
ношении λ.

З а м е ч а н и е  2. Очевидно, если λ = 1, то точка М делит отрезок

� �
��  пополам. Получающиеся при этом из соотношений (1.11) формулы
называются формулами деления отрезка пополам.

З а м е ч а н и е  3. Для положительных значений λ точка М лежит
между точками M1 и М2 (в этом случае, как это видно из (1.9), отрезки

���  и ���  одинаково направлены), а для отрицательных значений —
вне отрезка M1M2.

З а м е ч а н и е  4. Соотношения (1.11) имеют смысл для любых значе7
ний λ ≠ −1. Этим, в частности, и объяснялось указанное ранее ограниче7
ние для значений λ.

П р и м е р. Решим задачу о вычислении координат центра тяжес$
ти системы материальных точек.

Используем следующие два допущения, отвечающие известным физи7
ческим предпосылкам:

1) Центр тяжести системы из двух точек M1 и М2 с массами соответ7
ственно т1 и т2 находится на отрезке M1M2 и делит этот отрезок в отно7
шении λ = т2/т1.

2) Центр тяжести системы точек M1, М2, ..., Mn−1, Мn с массами соот7
ветственно m1, т2, ..., mn−1, тп совпадает с центром тяжести системы из
двух точек, одна из которых является точкой Мп с массой mn, а другая
находится в центре тяжести системы точек M1, M2, ... ..., Мп−1 (с массами
т1, m2, ..., mn−1) и имеет массу m1 + m2 + ... + mn−1.

Из первого допущения и формул (1.11) вытекает, что координаты х,
у и z центра тяжести системы из двух точек M1(x1, y1, z1) и М2(x2, y2, z2)

с массами m1 и m2 равны соответственно � � � �
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. Поэтому следует ожидать, что координаты х, у и z центра

тяжести системы из п точек Mi (xi, yi, zi), i = 1, 2, ..., п, с массами mi мо7
гут быть вычислены по формулам
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(1.12)

В справедливости этих формул можно убедиться по индукции, если ис7
пользовать второе допущение. В самом деле, пусть эти формулы справед7
ливы для системы точек M1, ..., Mn−1 с массами от m1, ... ..., тп−1. Тогда,
например, для абсциссы х рассматриваемой системы точек M1, ..., Мп,

§ 3] ПРОСТЕЙШИЕ ЗАДАЧИ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

1) Последние два уравнения этой системы представляют собой следствия первых
двух соотношений (1.12) и соотношения (1.13).
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согласно второму допущению и формуле для абсциссы х системы из двух
точек, получим выражение
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из которого сразу же вытекает первая формула (1.12). Выражения для у
и z получаются аналогично.

З а м е ч а н и е. Если система точек Mi с массами mi, расположена в
плоскости Оху, то координаты х и у центра тяжести этой системы могут
быть найдены по первым двум формулам (1.12).

4. Барицентрические координаты. Формулы (1.12) используются для введе7
ния так называемых барицентрических координат. Рассмотрим барицентрические
координаты на плоскости. В целях упрощения рассуждений будем считать, что на
плоскости введены и декартовы координаты Оху. Рассмотрим какие7либо три различ7
ные точки M1(x1, y1), M2(x2, у2), М3(х3, у3), не лежащие на одной прямой, и любую
данную точку М(х, у). Выясним, существуют ли такие три числа m1, m2, т3, удов$
летворяющие условию

m1 + m2 + m3 = 1, (1.13)

что данная точка M (x, у) будет центром тяжести системы точек M1, М2, М3 с
массами m1, m2, т3 соответственно. Ниже мы убедимся, что при сформулирован7
ных требованиях числа m1, m2, m3 определяются однозначно для каждой точки М.
Они называются барицентрическими координатами точки М относительно базис7
ных точек M1, M2 и М3.

Сформулированная задача о существовании чисел m1, m2, т3 при условии (1.13)
сводится, очевидно, к исследованию вопроса об однозначной разрешимости следую7
щей системы трех линейных уравнений 1) относительно m1, m2, т3:

m1 + т2 + m3 = 1,

m1x1 + т2x2 + m3x3 = x, (1.14)

m1y1 + т2y2 + m3y3 = y.

Известно, что для однозначной разрешимости квадратной системы линейных уравне7
ний (система, у которой число уравнений равно числу неизвестных) необходимо и
достаточно, чтобы определитель этой системы был отличен от нуля (см. Дополнение
к этой главе). Для рассматриваемой системы этот определитель имеет вид
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Формулы (1.11) называются формулами деления отрезка в данном от$
ношении λ.

З а м е ч а н и е  2. Очевидно, если λ = 1, то точка М делит отрезок

� �
��  пополам. Получающиеся при этом из соотношений (1.11) формулы
называются формулами деления отрезка пополам.

З а м е ч а н и е  3. Для положительных значений λ точка М лежит
между точками M1 и М2 (в этом случае, как это видно из (1.9), отрезки

���  и ���  одинаково направлены), а для отрицательных значений —
вне отрезка M1M2.

З а м е ч а н и е  4. Соотношения (1.11) имеют смысл для любых значе7
ний λ ≠ −1. Этим, в частности, и объяснялось указанное ранее ограниче7
ние для значений λ.

П р и м е р. Решим задачу о вычислении координат центра тяжес$
ти системы материальных точек.

Используем следующие два допущения, отвечающие известным физи7
ческим предпосылкам:

1) Центр тяжести системы из двух точек M1 и М2 с массами соответ7
ственно т1 и т2 находится на отрезке M1M2 и делит этот отрезок в отно7
шении λ = т2/т1.

2) Центр тяжести системы точек M1, М2, ..., Mn−1, Мn с массами соот7
ветственно m1, т2, ..., mn−1, тп совпадает с центром тяжести системы из
двух точек, одна из которых является точкой Мп с массой mn, а другая
находится в центре тяжести системы точек M1, M2, ... ..., Мп−1 (с массами
т1, m2, ..., mn−1) и имеет массу m1 + m2 + ... + mn−1.

Из первого допущения и формул (1.11) вытекает, что координаты х,
у и z центра тяжести системы из двух точек M1(x1, y1, z1) и М2(x2, y2, z2)

с массами m1 и m2 равны соответственно � � � �
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. Поэтому следует ожидать, что координаты х, у и z центра

тяжести системы из п точек Mi (xi, yi, zi), i = 1, 2, ..., п, с массами mi мо7
гут быть вычислены по формулам
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(1.12)

В справедливости этих формул можно убедиться по индукции, если ис7
пользовать второе допущение. В самом деле, пусть эти формулы справед7
ливы для системы точек M1, ..., Mn−1 с массами от m1, ... ..., тп−1. Тогда,
например, для абсциссы х рассматриваемой системы точек M1, ..., Мп,

§ 3] ПРОСТЕЙШИЕ ЗАДАЧИ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

1) Последние два уравнения этой системы представляют собой следствия первых
двух соотношений (1.12) и соотношения (1.13).




